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Algebra

1 Arithmetik

1.1 Zahlen, Terme, Ordnungsrelationen

1141 Zahlenmengen

e |
natirliche Zahlen N={1,2,3,4,............. }
ganze Zahlen Z=1{....,-2,-1,0,1,2,83,4,5,....... }
rationale Zahlen Q= {% [ abeZundb=0}
irrationale Zahlen J
reelle Zahlen R =0QulJ

1.1.2 Der Betrag einer Zahl

a ,falls a=0

lal = { (acR)

-a, falls a<0

Geometrische Veranschaulichung von lalan der Zahlengeraden:
|al entspricht dem Abstand zwischen dem Bildpunkt von a und dem Nullpunkt:

-4 o 1 3
———F+——
[

Firalle a,beR gilt:

a|_|a

~-bi=|b- ; -bl= -lbi =—,b=0
la-bl=|b-al ; la-bl=]al-|b] 5|~ To]
Auf der Zahlengeraden bedeutet |a- bl der Abstand zwischen den Bildpunkten von a
und b. -2 o 1 3

*——f—F—+—= >

|12 -3l =5 |
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1.1.3 Terme

Ein Term ist eine Zahl, eine Variable oder eine sinnvolie Zusammensetzung von Zahlen,
Variablen, Operationszeichen und Klammern.

Beispiele: -2.1; 0 ; E; a; -X ; A

lmi; a-b ; kK" x{x+2y})-x:y

Gegenbeispiele: 1:0 ; 0:0 ; 2<5 ; a+a=2a

Mit T(x) bezeichnen wir einen Term, der die Variable x enthlt.
Setzt man fir x z.B. die Zahi 3 ein, so schreiben wir T(3).

Beispiele: T(x) = 2x? — 4x T3 =2-32-4-3=6
T(a;b) = a® - 2ab T(2;3)=2%-2.2-3=-4
T =1"-2-1-1=-1

Tritt in einem Term dieselbe Variable mehrmals auf (z.B. x? - 3x), so muss sie jeweils mit
derselben Zahi belegt werden.

Treten in einem Term verschiedene Variablen auf (z.B. 2a + 3b), so dirfen diese mit
verschiedenen oder mit gleichen Zahlen belegt werden.

Die Zah! Null in der Multiplikation: a-0=0
in der Division: 0:a=0, fallsaz0
a:0 ist nicht definiert




Formelsammlung

114 Polynome

Beispiele: Polynom 1. Grades: X ; 2.6x ; lSX—\fE i 4(2x +11)

allgemein: a;x +a,

Polynom 2. Grades: -12x2 ; 7u?-39 ; x(x-6) ; -8y?+y-1.2

allgemein: a,x?+a,x +a,

Polynom 3. Grades: 2k® : 2h®-y3h ; (2x-5)% ; x(-3x)

allgemein: a;x®+a,x?+a,;x+a
3 2 1 0

Gegenbeispiele: 2x% + —l— Variable x kommt im Nenner vor
3a+8-ya Variable a ist unter der Wurzel
2" 4+ n? Variable n kommt im Exponenten vor
Ix|-5x+3 Betrag der Variablen
Definition: Ein Polynom in x ist ein Term, der auf die folgende Form gebracht

werden kann:

-1
a,x"+a,_ X"+ ... +a,x%+a,;x+ag (1

wobei nelN und ayay...,a,eR und a =0

Bezeichnungen: - Die Zahlen a, ay, ..., &, heissen Koeffizienten.
- Der héchste Exponent n gibt den Grad des Polynoms an.

— Der Term (1) heisst Grundform eines Polynoms.
Beispiel: x(3 + 2x) lautet in der Grundform 2x2 + 3x.
Ein Polynom n-ten Grades hat in der Grundform héchstens
n +1 Summanden.

1.1.5 Ordnungsrelation

Symbol Sprechweise, Bemerkung Beispiele
a<b «a ist kleiner als b» 2<3
»a kieiner b» ~21<-2
Anstatt a < b schreibt man auch b > a.
a>0 «a ist positiv» \/5 >0
a<0 «a ist negativ» (-2)*<0

Unterscheide zwischen ~a und a < Q.

a<b «a ist kieiner oder gleich b» 2<5
dh.a<bodera=b 2<2

a<x<b «x grosser a und kleiner b» 3<n<4
«X liegt zwischen a und b» Ixl<2 = ~2<x<2

dh.a<xundx<b
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1.2 Addition, Subtraktion
1.3 Multiplikation, Distributivgesetz, binomische und trinomische Formeln
Distributivgesetz:

a(b+c) =ab+ac

a{lb-c) =ab-ac

Binomische Formeln:

Unterscheide:
a(bc) = abc

(a+b)2 = a? + 2ab + b?
(a-b)2 = a?-2ab + b?
(a+b)(a-b) = a%?-b?

(a-b)y =(b-ay

(a+b)®
(a-b)?

Trinomische Formel:

a® + 3a%b + 3ab? + b®

ad® - 3a2b + 3ab?2-b?

(a+b+c¢)? = a2+ b?+c?+2ab+2ac +2bc

Faktorzerlegung

Wir unterscheiden vier Methoden:

1) Ausklammern eines gemeinsamen Faktors (Aufgaben 28 bis 30)
Beispiel: 6a3b? - 3a%b® + 9a2b
= 3a’b(2ab - b? + 3)

2) Mehrmaliges Ausklammern (Aufgaben 31, 32)
Beispiel: u?—uv-uw-3u+3v+3w

uu-v-w)-3(u-v-w)
(u-v-w){u-23)

3) Binom a?-b?2

{(Aufgaben 33, 34)

Beispiel: (2 + 2P - (x-2)
= [(2+2)-(x=2)] [(x*+2) + (x-2)]
= [} - x+4][x® +x]

= (X% -x+4){(x+1)x

4) Polynom 2. Grades

ax2+bx+c (Aufgaben 35 bis 39)

Beispiel: X2 4+ 3x 28 =(x+7)(x-4)
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1.4 Division

1.41 Erweitern und kiirzen

-a a a

1.4.2 Addieren und subtrahieren

p’-8p  _ p?
2p° +p-15 5p - 2p?

1) Einzelbriche kirzen
p?-8p p? p*-8p

20? +p-15 p(5-2p) 2p2+p-15 5-2p

2) Hauptnenner bestimmen (Einzelnenner in Faktoren zerlegen)

2 _ -
p°-8p - P_ [Hauptnenner = (2p - 5)(p + 3)]

(2p-5){p + 3) 2p-5

3) Einzelbriiche erweitern und addieren resp. subtrahieren
p2-8p-(-p)(p+3) _ p?’-8p+p°+3p

2p? - 5p

2p-5)(p+3) __ (2p-5)(p+3)  (2p-5)(p+3)

4) Ergebnis wenn moglich kiirzen
p(2p-5) P

(2p-5)(p+3) ~ p+3

14.3 Multiplizieren

2 2 2 _
1+_1_ 14 a o_ 2a?+ 2a -1
a az+a aZ+a

1) Einzelbriiche kirzen

B 1V a 2a? + 2a -1
- (1+E) (1+ a+1)(2_ a(a+ 1) )

2) Jeden Faktor als Bruch schreiben

_ a+1V {a+1+a\(2a2+2a-2a2-2a + 1 _(@a+1pP 2a+1 1
“\ a a+1 a(a+1) Y a+1 a(a+1)

3) Rechenregel anwenden

(a+1P(2a+1)
a’(a+1)a(a+1)

4) Kirzen

2a+1
s
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1.4.4 Dividieren

Doppel- und Mehrfachbriiche werden mit der sogenannten Erweiterungsmethode

vereinfacht. ) ‘
(% _1_) o

Beispiel: 3 4 = 3 4\ - 8+6 _ 14
3 5 3 5 9-20 11
B 6 (fs‘ 'F) - 24

kgV (3;4;8;6) = 24

Der Erweiterungsterm ist das kgV aller Teilnenner.

15 Potenzen

151  Definition von 2"

Firae Rund ne N giit:

a'=a; a"=a-a-a-..... -a (n>2)
N e’
N
n Faktoren
Der Term a" heisst Potenz; a heisst Basis, n heisst Exponent.

Fira,be R ,a=0,b=0 undme Z gilt:

1 a -m b m
0_ -M_ — = - =

Beachte: (—a)"2-a" , Beispiel: (- 2)4 L

ka" = (ka)" , Beispiel: 2a°#(2a)3

1.5.2 Addieren und subtrahieren von Potenzen

ax™+ bx™-cx" =(a+b-c)x™

Beispiel fiir Potenzen mit verschiedenen Exponenten:

7-20+1_3.004 82012 7-(2-2”)—3-2“+8-(1§-2") =14-2"-3-2"+4.27=15-2"

1.5.3 Anwendung der Potenzsatze

Potenzsdtze fir abe Rundm,ne Z

(1) Gleiche Basis: am-a"=amn"
am
—a'n— =™ " (a #0)
(@) Gleicher Exponent: a"-b"={ab)"
a" a\n

(3) Potenzieren einer Potenz: (am" = (a")"=a™
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1.54 Zehnerpotenzen
Zehnerpotenz:  Eine Potenz mit der Basis 10, z.B.10% ; 10° ; 1077
Exponentenschreibweise oder wissenschaftliche Form einer Zahl:
a-10k ; 1<a<10
Produkt einer Zahl a zwischen 1 und 10 und einer Zehnerpotenz 10K (k € Z)
Beispiele: 2340=2.34-10% , 0.087 =8.7- 1072
Sl-Vorsatze: Vorsatz Kurzzeichen Bedeutung (Faktor)
Tera T 1012
Giga G 10°
Mega M 108
Kilo k 10°
Hekto h 102
Deka da 10°
Dezi d 1071
Zenti c 1072
Milli m 1073
Mikro [ 1076
Nano n 109
Piko p 10-12
1.6 Wurzeln
1.6.1 Die Quadratwurzel

Unter Va (a = 0) verstehen wir jene nicht negative Zahl, deren Quadrat a ergibt.:

JaJa =(ya)?=a a0

Beachte: (1) Jaist fiir a < O nicht definiert (dies gilt fur die Zahlenmenge R).
(2) Vaist nie negativ, z.B. J4£-2
@ Ja?=a fira>0
Ja?=|a| firaeR

Rechengesetze: Ja-J/b=yab fira=0,b20

firaz0,b>0
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1
Beispiele: E@ : JE-%JE : 3J§_m+%J1‘5
Gegenteispio: = {04 ; 2(Z-502 ; afiZ+l20 5 (3(1+02)

Unter der Normalform eines Wurzelterms (ohne Variablen) verstehen wir die Darstellung

ap+anny +an, +....

wobei ag, a,ay ... €@ und ngn, ... €N

Alle Radikanden n; sind quadratfrei und voneinander verschieden.

nfAam
1.6.2 Definition von n\/g und der Potenzdarstellung von a

Unter nﬁt verstehen wir jene nicht negative Zahl, deren n-te Potenz den Wert a
ergibt:
n n
("Ja)' =a fira>0, n=234, ..
Waurzelexponent Radikand
Spezialfalle: J0=0, V1=1
np, . -
Beachte: )] a ist fiir a < O nicht definiert. ¥
3
zB. V-8=-2

@) 'Va ist nie negativ
zB. Y16 -2 obwohl (-2)* = 16

3) "... ist nur fir natirliche Zahlen n definiert, die grésser als 1 sind.

2.8. /5 und °*/4 sind nicht definiert.

Der Wurzelexponent 2 wird weggelassen.
@ Va'=a fira>0

(Va)'=Va" firaz0

' Gelegentlich wird ”-E auch fur ungerades n und a < 0 definiert:

r— ne— 3
la = -V a

ya = 2B, V-27 = =27 = -3

Dabei ist jedoch zu beachten, dass viele Rechengesetze beim Umformen solcher Terme nicht gelten.

Die Potenzdarstellung eines Wurzelterms
fara=0, n,zeN und n=z1 git

1 z
- VE ;oA = TR
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1.6.3 Das Rechnen mit Wurzeln
Die finf Potenzsatze von «1.5.3 Anwendung der Potenzsatze» sind auch fir rationale
Zahlen als Exponenten gliltig.
Potenzsatze: fir a,beR und m,ne @
(1) Gleiche Basis: am-at=gmn"
ar: =gm" (a#0)
a
(2) Gleicher Exponent: a" - b" = (ab)"
a” _{a\"
o = (—E) (b=0)
(3) Potenzieren einer Potenz: (@M"=(@"m"=am™
Wurzelgesetze:
far a>0,b>0;mne N, m#1und n=1
n
M Va-Vo = "Vab @ Ja_rja
b
/b
k k
@ (Va) =Va* (e @ "a™ = Vam  keW)
& VVa=""va="Va
1.7 Logarithmen

1.71

Zehnerlogarithmen (dekadische Logarithmen)

Unter Ig a (oder: log,ya)} versteht man jene Zahl (Exponent), mit der man 10
potenzieren muss, um a zu erhalten:

1092 = a flira>0
oder: 10*=a < x=lga fira>0

lga: «Zehnerlogarithmus von a», oder «Logarithmus von a zur Basis 10»

Sonderfalle: gt =0 ; I1g{(10 = k (ke R)

Beachte: (1) Iga istfira<0 nicht definiert.

()  Auf dem Rechner ist der Zehnerlogarithmus mit LOG bezeichnet.
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1.7.2

Logarithmen mit beliebiger Basis

um ¢ zu erhalten:

blegp e = ¢

oder: b*=c¢c © x=log,c

Unter log, ¢ versteht man jene Zahl (Exponent), mit der man b potenzieren muss,

i
”

firb>0:bz1;¢c>0

log,c:  «Logarithmus von ¢ zu Basis b»

Sonderfalle: log,b=1 ;

Haufig benutzte Basen: Basis 10:

Basise=2.718.. log,c=Inc

Basis 2:

log, 1=0 ;

log,c=1ic

log, (b =k (ke R)

logi,c=lgc (Zehnerlogarithmus)

{natGrficher Logarithmus)

{Zweierlogarithmus)

Alle Logarithmen mit gleicher Basis bilden ein Logarithmensystem.
Als Basis koénnen alle Elemente aus IR" - {1} benutzt werden.

Die Logarithmen mit der Basis 2 (binar)
kurzt man mit /b ab.

log,n=1bn

binare Logarithmen

In den Naturwissenschaften wird vielfach
als Basis e =2.17828..... verwendet. Die
AbkUrzung dafar ist /n . Logarithmen mit
dieser Basis heissen naturliche Logarith-
men.

log.b=1In b

naturliche Logarithmen

Um das Rechnen einfach zu gestalten,

wahlte der englische Mathematiker Henry
Briggs (1561-1630) die Zahl 10 als Basis.
Man nennt diese Logarithmen Briggsche,
dekadische oder Zehnerlogarithmen. (/g )

log o

b=Ilg b

Zehnerlogarithmen
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1.7.3 Logarithmengesetze

Die folgenden Gesetze gelten fir eine beliebige Basis b (b > 0, b # 1), deshalb
schreiben wir anstatt log, x einfach log x.

(N log{x-y) = logx +logy
@ log(%) = logx-logy x>0,y>0,meR
3) log(x™ = m - log x
2 Gleichungen und Ungleichungen
Gleichungen

Verbindet man zwei Terme T, und T, durch das Gleichheitszeichen, so nennt man
T, =T, eine Gleichung.

Eine Gleichung ist entweder eine Aussage oder eine Aussageform.

Beispiele: 2+3=5 32=28 X = ——)1(—
a+a=2a a’-b?=(a-b){a+Db) {(m+n)2=m?+n?
y+1=y Jt=t2-1 {z=1]=z+1
Gegenbeispiele: % =2 a<5h O0<x<1 b5

Aligemeines (iber Bestimmungsgteichungen

Bestimmungsgleichung:
Gleichung, die genau einen Platzhalter hat. (Bestimmungsgleichungen werden im
Folgenden abgekiirzt «Gleichungen» genannt.)

Beispiele: x=% a+a=2a y+1=y Jt=12-1

Gegenbeispiele: 2+3=5 (m+n)2=m2+n?
Unbekannte: Platzhalter einer Gleichung. (Wird auch Losungsvariable genannt.)

Grundmenge einer Gleichung:
Menge aller Zahlen, die flr die Unbekannte zugelassen sind. Symbol: G
Im Folgenden ist immer R die Grundmenge, falls nicht etwas anderes vorgeschrieben ist.

Bei Textaufgaben hangt G von der Bedeutung der Unbekannten ab.
z.B.: Bedeutet die Unbekannte eine Anzahl Objekte, so gilt: G = N
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Definitionsbereich einer Gleichung T, = T,

Menge aller Zahlen aus der Grundmenge G, fiir welche die Terme T, und T, definiert
sind. Symbol: D

Es gilt: D= Dy nD,, D, ist Definitionsbereich von T,, D, jener von T,.
Der Definitionsbereich ist eine Teilmenge der Grundmenge: Dc G oderD =G

X
X+ 2

Jx+2x=/x+5 D=Ry

Beispiele: % = D =R\{0; -2}

Losung:
Eine Zahl (bzw. ein Term) aus dem Definitionsbereich, welche die Gleichung erflillt, d.h.

wenn nach dem Einsetzen in die Gleichung eine wahre Aussage entsteht.

Ldsungsmenge:

Menge aller Lésungen einer Gleichung. Symbol: L

Beispiele: a+1=a = L={} x(x-2)=0 = L={0;2}
X+x=2x = L=R

Probe:

Einsetzen einer (berechneten) Zahl (bzw. eines Terms} in die urspriingliche Gleichung
und Bestimmung des Wahrheitswertes der entstandenen Aussage.

Parameter:
Enthélt eine Gleichung neben der Unbekannten auch noch andere Platzhalter, so nennt
man diese Parameter.

Im Folgenden wird bei Gleichungen mit Parametern die Unbekannte stets mit x
bezeichnet.

Beispiel: ax-b?=bx+2 x: Unbekannte a, b: Parameter
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Umformen einer Gleichung

Aquivalente Gleichungen:

Zwei Gleichungen, die beziiglich einer Grundmenge G die gleiche Lésungsmenge
besitzen. Symbol: <

Beispiel: 2x=x+5 & x=5
2

Gegenbeispiel: x2=4 & X

Aquivalenzumformungen:

Gleichungsumformungen, welche die Lésungsmenge nicht verandern.
(1) Termumformungen (falls der Definitionsbereich des Terms sich nicht dndert).

Beispiel: 5x+2x~-5=x{x-3) & 7x-5=x2-3x

(2) Addieren oder subtrahieren einer Zahla (ae R).
Beispiel: 2x?-6=3 < 2x2=9

(3) Multiplizieren mit einer Zahia (ae R, a=0).

Beispiel: —;— = < X=6

{4) Dividieren durch eine Zahla (ac R, a=0).

Beispiel: =12 o x2=4

(6) Addieren oder subtrahieren eines Terms T(x} — x ist die Unbekannte —, dessen
Definitionsbereich nicht kleiner ist als jener der gegebenen Gleichung.

Beispiele: 6x°=2x2+5 & 4x2=5
J;—Jx+2=7 = J—x—=7+\/x+2
Gegenbeispiel: x=-2 #  x+x=-2+/x

Diese Umformungen fiihren in jedem Fail zu dquivalenten Gleichungen.

Daraus folgt aber nicht, dass bei allen Gbrigen Umformungen (z.B. Quadrieren, Wurzel

ziehen) stets nichtiquivalente Gleichungen entstehen.
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2.1 Aussagen und Aussageformen

211 Aussage
Eine Aussage ist ein mit Worten und Zeichen formulierter «Satz», bei dem es sinnvoll
ist zu fragen, ob er wahr oder falsch ist.
Man kann also einer Aussage die Wahrheitswerte wahr (w) oder falsch (f) zuordnen.
Beispiele:

Aussage? Wahrheitswert

Der Rhein ist ein europaischer Fluss. ja wahr
Quadratzahlen sind nie ungerade. ja falsch
45 -23 = 21 ja falsch
Die Menge M ist eine unendliche Menge. nein -
Weiche Primzahl ist grosser als 57 nein -
Die englische Monarchie wird bald abgeschafft. ja ?
Bring mir jenes Buch! nein -

21.2 Verkniipfung von Aussagen

Die Verkniipfung «und>»

Zwei Aussagen A, B kénnen durch das Wort «und» miteinander verkniipft werden,
dadurch entsteht eine neue Aussage «A und B».

Beispiel: A: 12ist durch 3 teilbar. B: 12 ist durch 4 teilbar.
Awund B: 12 ist durch 3 und durch 4 teilbar.
Der Wahrheitswert der Aussage «A und B» hangt natiirlich vom Wahrheitswert der

Einzelaussagen A bzw. B ab; nicht aber vom Inhalt der beiden Aussagen A bzw. B.
Diese Abh&ngigkeit wird durch eine sogenannte Wahrheitstafel definiert:

A B | A~B Die Verkniipfung durch «und» heisst

w w w Konjunktion.

W f Fir «und» verwendet man das Zeichen A.
Eine Konjunktion ist also nur dann wahr,

f w f . . .
wenn beide Einzelaussagen wahr sind.

f f f

Die Verkniipfung «oder»
Es sind zwei Falle zu unterscheiden:

Fall 1: Peter wird am Montag oder am Dienstag abreisen.
Die Aussage enthalt zwei Méglichkeiten. In diesem Sinne verwendetes «oder»
heisst «ausschliessendes oder».
In diesem Fall ist die folgende Formulierung eindeutiger:
«Peter reist entweder am Montag oder am Dienstag ab».

Fall 2: Die Zahl 12 ist durch 3 oder durch 4 teilbar.
Diese Aussage enthélt drei Moglichkeiten.
In diesem Sinne verwendetes «oder» heisst «einschliessendes oder.

In der Mathematik wird «oder» immer im einschliessenden Sinn verwendet.

A B AvB

M Die Verkniipfung durch «oders» heisst
w w w Disjunktion.
W f w Fir «oder» verwendet man das Zeichen v.
£ Eine Disjunktion ist immer dann wahr,

w w ; . :
wenn mindestens eine der Einzelaussagen

f f f wahr ist.
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21.3 Aussageformen

Eine Aussageform ist ein «Satz», der mindestens eine Leerstelle (man sagt auch Platz-
halter oder Variable) enthélt, und der in eine Aussage {ibergeht, wenn fiir alle Leerstellen
Elemente einer Grundmenge eingesetzt werden.

Beispiele:

Aussageform Grundmenge Beispiel einer Aussage Wahrheitswenrt
5x =35 R 5.-7=35 wahr

n ist eine Quadratzahl N 8 ist eine Quadratzahl falsch

8y < 112 Q 8-96<112 wahr
Beachte: - Jede Bestimmungsgleichung ist eine Aussageform.

- Aussageformen besitzen keinen Wahrheitswert.

Aussageformen mit genau einem Platzhalter

Grundmenge G Menge aller Elemente, die in einer Aussageform anstelle der
Variablen eingesetzt werden koénnen.

Losungsmenge L Alle Elemente der Grundmenge, die fiir die Variable eingesetzt, eine
wahre Aussage ergeben.

Man unterscheidet:

L={..,..} Die Lésungsmenge ist keine leere Menge und nicht gleich der
Grundmenge, d.h. die Aussageform ist bezliglich der Grundmenge
G erfiillbar.
Beispiel: (x+3)(x-4)=0 G=R

L=G Die Losungsmenge enthalt alle Elemente der Grundmenge, d.h. die
Aussageform ist bezliglich der Grundmenge allgemeingiiltig.
Beispiel:  x(x + 2)=x?+ 2x G=R

L={} Die Losungsmenge ist eine leere Menge, d.h. die Aussageform ist
bezlglich der Grundmenge nicht erfiillbar.
Beispiel: 3x + 4 = 3x G=R

Verkniipfung von Aussageformen

AnB Die Lésungsmenge ist die Schnittmenge der Losungsmengen der
beiden Aussageformen A und B. LIAAB)Y=L(A)n L(B)
AvB Die Losungsmenge ist die Vereinigungsmenge der Lésungsmengen

der beiden Aussageformen A und B. LAvB)=L{A)u L(B)

214 Aquivalenz von Aussageformen

Zwei Aussageformen heissen aquivalent in der Grundmenge G, wenn sie in G die
gleiche Lésungsmenge haben.

Zeichen: A & B (<Aist Aquivalent zu B»)
Beispiele: G=N, n ist eine Primzahl < n hat genau zwei Teiler
G =R, X+2x=5 & 3x=5
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Aquivalenzumformungen
4] Termumformungen
(falls der Definitionsbereich des Terms sich nicht dndert)

Beispiel: Bx-2x+6=4(x-3) & 3x+6=4x-12

2) Addieren oder subtrahieren einer Zahia (ae R)

Beispiel: 2x+6=3 & 2x=-3

(3) Multiplizieren mit einer Zahla (ae R,a=0)

Beispiel: % =3 o x=6

4 Dividieren durch eine Zahla (ae R,a=0)

Beispiel: =12 & x=4

(5) Addieren oder subtrahieren eines Terms von der Form ax”
(x ist die Unbekannte)
Beispiele: 8x = 5x -1 & 3x=-1

6x2=2x2+5 & 4xZ=5

Diese Umformungen flhren in jedem Fall zu dquivalenten Gleichungen.
Daraus folgt aber nicht, dass bei allen Gbrigen Umformungen (z.B. Quadrieren, Wurzel
ziehen) stets nichtaquivalente Gleichungen entstehen.

2.2

Lineare Gleichungen

Eine Bestimmungsgleichung heisst linear (oder Gleichung ersten Grades), wenn sie zur
folgenden Gleichung aquivalent ist:

ax+b=0 a,beR
Beispiele:  3x =7 J3x=n 0.7 = 2.5x
0=079%-5 12:6.2 = 5x 2=x(x+1)-5

ax + b = 0 nennen wir Grundform einer linearen Gleichung.
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2.3 Quadratische Gleichungen

2.31 Definition

Eine Bestimmungsgleichung heisst quadratisch {oder Gleichung zweiten Grades),
wenn sie zur folgenden Gleichung dquivalent ist:

ax2+bx+c=0 a,b,ceR und az0
Beispiele: 3.5x2=0 0.78x2 = 12 3x2-6x=0
4x2-nx -3 =0 10x - 2x2 = 8.5

ax? + bx + ¢ = 0 nennen wir Grundform einer quadratischen Gleichung.

2.3.2 Aquivalente und nicht dquivalente Umformungen

Aquivalenzumformungen

4} Termumformungen
{falls der Definitionsbereich des Terms nicht andert)

Beispiel: Ex+2x-5=x{x-3) & T7x-5=x%-3x
2 Alle vier Grundoperationen mit einer Zahl a, ae€ Runda = 0.
3) Addieren oder subtrahieren eines Terms T(x) — x ist die Unbekannte —, dessen

Definitionsbereich nicht kleiner ist als jener der gegebenen Gileichung.

Beispiele: 6x2=2x2+5 o 4x2=5

&—\/x+2=7 e x=7+fx+2

Diese Umformungen fiihren in jedem Fall zu aquivalenten Gleichungen.
Daraus folgt aber nicht, dass bei allen {ibrigen Umformungen (z.B. Quadrieren, Wurzel
ziehen) stets nichtdquivalente Gleichungen entstehen.

233 Losungsverfahren

2331 Sonderfalle
ax2+bx=0 a,b=z0 ax2+bx=0
x(ax+b)=0 (Produkt = Nutl)
x=0 oder ax+b=0 = L={0;—g}
ax2+c=0 a=z0 d>0 = L={Jd;-/d}
x2=d d=0 = L={0}

d<0 = L={1}




Formelsammlung

23

2.3.3.2 Allgemeine Falle
ax?+bx+c=0 (az0) Diskriminante D = b? - 4ac
Fallunterscheidung: D>0 & 2Lloésungen Xx;,= i)—;'a—‘/g
D=0 <  1Llésung x= -2
2a

D<0 <o keine reelle Losung

234 Textaufgaben

2.3.5 Satz von Vieta

Satz von Viéta: Sind x4, Xxo die Lésungen der quadratischen Gleichung
ax’ +bx+c =0, so gilt

Die quadratische Gleichung ax® +bx + ¢ =0 (D = 0) kann man mit Hilfe der
Elemente der Losungsmenge x4 und x» faktorisieren.

ax’ +bx +c=a(x - x)x - x,)=0

Bsp. 3x°+5x+2=0 X1 = -1, xgz-g 3(x+1){x+§)=0=3x2+5x+2
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2.4 Besondere Gleichungstypen

241 Bruchgleichungen

Unter einer Bruchgleichung verstehen wir eine Gleichung, bei der die Unbekannte im

Nenner vorkommt.
Beispiel: 7x - x2 , —-2x+5 -9

’ X3 + 2x2 — 3x X2 —3x + 2 3x +9
1) Briiche kiirzen: X(7 = x) . —= 2x+5 -9

x{x2+2x -3) x2-3x+2  3(x+3)

7-—x -2x+5 -3
x+3)(x=1) T x-2)(x-1)  x+3

2) Gleichung mit dem Hauptnenner muitiplizieren:

Hauptnenner: (x + 3}{x-1)(x-2)

(7-xX){(x-2)+(-2x+5)(x+3) = -3{x-1){x-2)
Tx-14-x24+2x-2x2-6x+5x+15 = -3x2+9x-6
= 7
3) Probe: (Nenner gleich Null?) = {7}

Beachte: Das Multiplizieren einer Gleichung mit einem Term, der die Unbekannte
enthil, kann zu einer nicht aquivalenten Gleichung fihren. Es kdnnen
Scheinlésungen entstehen.

o x2-2 _ _2
Beispiel: 1+ 2 - x-2
Xx-2+x2-2 = 2
x>+x-6 = 0
(x-2}(x+3) = 0 = x=2 oder x=-3

Probe: 2 ist keine Losung, weil die Briiche nicht definiert sind
{Nenner = Null).

Also: L={-3}

Bei Bruchgleichungen wird immer mit dem Hauptnenner, der die Unbekannte enthatt,
multipliziert. Um Scheinlésungen auszuschliessen, muss unbedingt die Probe
durchgefiihrt werden.
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24.2 Wurzelgleichungen

Unter einer Wurzelgleichung verstehen wir eine Gleichung, bei der die Unbekannte
mindestens sinmal unter einer Wurzel vorkommt.

deim Hauptnenner multiplizieren: J2x +4-2/2x+2 =

2x+2-[2x+4-2({2x+2)2 = 2-6x
JX+ D (x+2)-(2x+2) = 1-3x

oni 8 —24x
Beispiel: X+ 4—-22%x + 2 = — 0
P { { J32x + 32
1) Bruch kiirzen und Gleichung mit 2 —Bx

2} Wurzelterm isolieren: Y(x+ 1) {x+2) = 3-x
3} Gleichung quadrieren: (x+1)(x+2) = (83-x)?
x24+3x+2 = x°-6x+9
x = L
9
) . 7 . 7
4) Die Probe zeigt, dass g eine Losung ist. L = { 3}
Beachte: Das Quadrieren (Potenzieren mit geradem Exponenten) beider Seiten

einer Gleichung kann zu einer nicht aquivalenten Gleichung fGhren.
Es kénnen Scheinlésungen entstehen.

Beispiel: \/5 = yx-1
2x = x-1
X = -1

Probe: -1 ist keine Ldsung, weil die Wurzelterme nicht definiert sind
(/-2 ¢ R).
Also: L={}
Bei Wurzelgleichungen wird meistens potenziert.

Um Scheinldsungen auszuschliessen, muss unbedingt die Probe durchgefiihrt
werden.

Wurzelgleichungen auflésen:

— Definitionsmenge festlegen (Ausdruck unter der Wurzel muss = 0 sein)
— Waurzel isolieren (alleine auf einer Seite)
(Bei einer Gleichung mit 2 oder 3 Wurzeln, 2 Wurzeln auf die gleiche Seite
bringen)
— quadrieren
— Resultat in der Gleichung einsetzen und kontrollieren
Beim Wurzelziehen zusétzliche Lésungen beachten!
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243 Exponentialgleichungen

Unter einer Exponentialgleichung verstehen wir eine Gleichung, bei der die
Unbekannte mindestens einmal im Exponenten vorkommt.

Beispiele: (1) 5x+2_.2.5%1 = 1000+ 9-5*
5x+2_p.5x-1_g.5% = {000
5%-1(53-2-9-5) = 1000
51 = 1000
78
| (Sx-1 = | 1000
g ) g (—78
(x-1)-1g5 = Ig12.821
X = :g 12-821 +1  L={2.585}
(2) e+l _3ex+2 = 12 e=2.718...
e-e>-3e%* = 12
e>*-3e-e* = 162— Substitution: y = e*
2_qay_ 12 _
y< - 3ey e = 0

Die Lésungsformel fir quadratische Gleichungen liefert:

y; = 8.664 y, =-0.510
Ricksubstitution:
e = 8.664 e*=-0.510
X-Ine = In8.664 = keine Losung,
X = In8.664 weile*>0filirallexe R
= 2.159
L = {2.159}

Beachte: Das Logarithmieren (Basis beliebig) einer Gleichung ist eine Aquivalenz-
umformung: a=b <« Iga=Iigb, fallsa>0 und b>0

- Wurzeln als Exponente schreiben
- Wenn in der Gleichung keine Summen mehr vorhanden sind, kann auf beiden Seiten logarithmiert werden.
- Manchmal kommt man vor dem Logarithmieren auch mit einer Substitution weiter.
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244 Logarithmische Gleichungen

Unter einer logarithmischen Gleichung verstehen wir eine Gleichung, in der die
Unbekannte im Argument eines Logarithmus vorkommt.

Beispiele: (1) lg (20 — 4x)

1069(20—4)()
20 - 4x

X

2 Exponieren beider Seiten zur Basis 10
102
100
~20

Die Probe zeigt, dass - 20 eine Lésung ist: L = {-20}

@) 5+ 3-In(x?)
In (x2)
ein(x2)

X

H

11

2 Exponieren beider Seiten zur Basis e.

e v X=-e

Die Probe zeigt, dass e und —e Lésungen sind: L = {e; —e}

(3) g (2u)

Ig (2u) -1g (u-6)

o)

2u

2u

0.5+1Ig(u-286)
0.5

0.5

100.5

M(U—G)

6-y10
J10-2

= 16.32

Die Probe zeigt, dass 16.32 eine Losung ist: L = {16.32}

Beachte: Beij logarithmischen Gleichungen werden oft die Logarithmengesetze
angewendet, dabei kann sich der Definitionsbereich der Gleichung
vergrossern. Es kénnen Scheinlésungen entstehen.

Beispiel: lgx+ig{x+3) = 1 , x>0
lgx(x+3)) = 1 , x>0 v x<-3
x{x+3) = 10
x?+3x-10 = 0
(x-2){x+5) = 0 = x=2 v x=-5

Probe: -5 ist keine Losung, weil die Logarithmusterme nicht definiert sind:

Ig(-5)¢ R

Also: L ={2}

Um Scheinldsungen auszuschliessen, muss bei logarithmischen Gleichungen
unbedingt die Probe durchgefiihrt werden.
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Logarithmus auf eine Seite bringen und dann auf beiden Seiten exponieren (zur entsprechenden Basis).

log = 10"
In = eTerm
Beachte : Das Exponieren einer Gleichung kann zu einer nicht aquivalenten Gleichung fihren. Es kdnnen

Scheinlésungen entstehen. Deshalb am Schluss die Resultate immer einsetzen und prufen.

2.5 Gleichungen mit mehreren Unbekannten

251 Lineare Gleichungssysteme mit zwei Unbekannten

Eine Gleichung mit den Unbekannten x und y heist linear, wenn sie zur folgenden
Gleichung &quivalent ist:

ax+by=c a,b,c eRunda,bz0

ax + by =c nennen wir Grundform einer linearen Gleichung mit zwei Unbekannten.
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3 Funktionen
Eine Funktion x — y ist eine Zuordnung, die jeder Zahl x (oder Grésse) einer Menge D
eindeutig eine Zahl y (oder Grosse) zuordnet.
x heisst unabhangige Variable. Ein x-Wert heisst Argument.
y heisst abhangige Variable. Ein y-Wert heisst Funktionswert.
Die Menge D heisst Definitionsbereich.
Die Menge W aller Funktionswerte heisst Wertebereich.
l\y
oo
w
X
N
D
D: Definitionsbereich {ag<x<h) ; W: Wertebereich
X4 Argument, d. h. ein Element der Menge D
f(xq): Funktionswert, d. h. ein Element der Menge W
Xo1» Xgz:  Nullstellen der Funktion f, d.h. ein Argument x,, dessen zugeordneter
Funktionswert Null ist: f(x;)=0
Begriff Symbol Beispiel
Funktionsname f, g, fy ... f: x = x? - 3x
Funktionsterm f(x) x? - 3x
Funktionswert f{xq) f(5)=10
Funktionsgleichung y="f(x) y=x2-3x, f(x)=x%-3x
Graph k der Funktion f k: y=f(x) Parabel p : y = x°-3x
Fiir eine Funktion f verwenden wir folgende Schreibweisen:
fi x>y f: xr—=1(x) y=f(x)
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Geometrische Bedeutung einiger Unterschiede im Funktionsterm.

f,(x)=f(x)+a

(ae R)

f(x)=1(x-a)

(aeR)

B
’
Sa

S —>,

f5(x) = (-x)

.......

Verschiebung um |a|-e,
in y-Richtung a > 0: nach oben
a < 0: nachunten

Beispiele:
P X2+ 2
X2
x2-3

Verschiebung um |a|- e,

in x-Richtung a> 0: nach rechts
a < 0: nach links

Bemerkung: Probe mit Nulistelle

Beispiele: \

(x + 3)3 . x3 (x-2)°

Spiegelung an der y-Achse

Beispiele:
27 s 2%
--------- \
J-x+1 yx+1

-
.
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fo (x) == (x)

A f
/\\ . .
- -

f
fs{x)=a-f(x) (aeR)

h

>X

fo{x)=f{a-x

(aeR)

Spiegelung an der x-Achse

Beispiele:
A X2_ - 2

-x24+92 | -Inx

Streckung (Stauchung} von der
x-Achse aus mit dem Faktor |a|.

Ist a < 0, so ist zusétzlich noch eine
Spiegelung an der x-Achse notwendig.
Bemerkung:

Die Nullstellen von f und f; sind dieselben.

Beispiel:
23+ 1)

h
/X3+1

-

Streckung {Stauchung) von der
y-Achse aus mit dem Faktor 1%( .

ist a < 0, so ist zusétzlich noch eine
Spiegelung an der y-Achse notwendig.
Bemerkung:

Der y-Achsenschnittpunkt bleibt derselbe.

Beispiel: (2x)3 + 1




32 Formelsammlung
3.1 Kartesisches Koordinatensystem
e,. Einheitsstrecke auf der x-Achse
e,: Einheitsstrecke auf der y-Achse
2. Quadrant 1Y 1. Quadrant Die Einheitsstrecken e, und e, dirfen
4l y-Achse verschieden gross gewahlt werden,
wenn nicht etwas anderes vorge-
b R et <A[3/2) schrieben ist.
11 o x-Achse In einem Koordinatensystem kann
; ‘ ey{_ﬁﬁ' , . »x  Man geordnete Zahlenpaare (x/y)
2 4 AN 2 3 4 als geometrische Punkte darstellen.
-1+ Nglipunkt
oder
21 Ursprung A (xp/Y4)
3. Quadrant 4. Quadrant X4 x-Koordinate oder Abszisse des
Punktes A
Va: Y-Koordinate oder Ordinate des
Punktes A
3.2 Lineare Funktionen
Eine Funktion fmit f{x)=ax+b (a,beR und a#0) heisstlineare Funktion
oder Polynomfunktion ersten Grades.
f{x}) = ax + b nennen wir Grundform einer linearen Funktion.
Der Graph einer linearen Funktion y = ax + b ist eine Gerade (Strecke) mit der
Steigung a und dem y-Achsenabschnitt b.
Konstante Funktion y
Eine Funktionfmit f{x)=c (ceR)
heisst konstante Funktion. ¢ 4 y=c
Der Graph einer konstanten Funktion
ist eine Parallele zur x-Achse durch den L "
Punkt (0/¢). ”
y=ax+b
a: Steigung X > 1 Steigung

X < 1 Senkung

b: Verschiebung in Y-Richtung

+ nach oben
- nach unten
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3.21 Betragsfunktionen
Y
y= ) Der Graph von y = |f(x)] besteht aus
\ | allen Teilen des Graphen von y = f (x),
N ' . die oberhalb der x-Achse liegen,
ﬁ: : und den an der x-Achse gespiegelten
VS = Teilen, die unterhalb derselben
S y=1x)
! veriaufen.
3.3 Quadratische Funktionen

Eine Funktion f mit f(x)=ax2+bx +c¢c
quadratische Funktion oder Polynomfunktion zweiten Grades.

(@b,ceR und a=0)

heisst

f(x) = ax2 + bx + ¢ nennen wir Grundform und f(x) = a(x - m)? + n heisst Scheitel-
form einer quadratischen Funktion.

Der Graph einer quadratischen Funktion ist eine Parabel, deren Symmeirieachse
parallel zur y-Achse verlauft.

Der Graph von y = x? heisst Normalparabel.
Die Parabe! y = ax? + bx + ¢ ist zur Parabel y = ax? kongruent.
a>0 o Parabel ist nach oben gedffnet.
a<0 o Parabel ist nach unten geéffnet.
y=a(x-m)? +n = Scheitel S(m/n)

h
y y = ax?

a>0

Parabel

y=a{x-m)2+n
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Jede quadratische Funktion hat eine der folgenden Gleichungen:

Grundform: y= ax’ +bx +c a,b,cO0Runda#0
Scheitelform: y=ax+m)>+n amnidRunda#0
Produktform: y=ax+p)x+Qq) a,p,g0Runda#0

¢ In der Scheitelform ist der Scheitelpunkt ablesbar: S(-m ; n)

¢ In der Produktform sind die Nullstellen ablesbar: N;(-p ; 0) und Na(-q ; 0)

« Die Grundform wird aus der Scheitelform oder der Produktform gewonnen durch
e ausmultiplizieren.

« Die Produktform wird aus der Grundform oder der Scheitelform gewonnen durch
« faktorisieren.

« Die Scheitelform wird aus der Grundform gewonnen mit der Scheitelpunktformel.

|
|
|
|
| Nz

¥ 5 [l [

¥

|
I
Iz
p
e Der Graf einer quadratischen Funktion ist eine Parabel. Ist der Parameter a = 1 so heisst der Graf
Normalparabel.
* Der Scheitelpunkt S ist der tiefste (bzw. hdchste) Punkt der Kurve.
« Die Parabel ist achsensymmetrisch zu einer Parallelen zur y-Achse durch den Scheitelpunkt.
¢ Die Nullstellen N; und N, sind die Schnittpunkte der Parabel mit der x-Achse. Die Funktionsgleichung wird fiir y
= 0 aufgeldst. Wegen der Diskriminante (siehe quadratische Gleichungen) gibt es entweder keine, eine oder 2
Nullstellen.
e Ist nur eine Nullstelle vorhanden, so ist diese identisch mit dem Scheitelpunkt.
e Sind 2 Nullstellen vorhanden, so ist die Symmetrieachse die Mittelsenkrechte der beiden Nullstellen.
« Die Parabel schneidet die y-Achse im Punkt P. Dieser hat die Koordinaten P(0 ; c) gemass Grundform.

y=a(x+m)*+n

a > 1 Verkleinerung der Offnung, oben

a = 1 Normalparabel oben

0 < a < 1 Vergrosserung der Offnung, oben
a: Offnung der Parabel a = 0 keine Parabel, lineare Funktion

-1 < a < 0 Gréssere Offnung unten

a = -1 Normalparabel unten

a < -1 Verkleinerung der Offnung, unten

m > 0 nach links

m: Verschiebung in X-Richtung m < 0 nach rechts

n > 0 nach oben

n: Verschiebung in Y-Richtung n < 0 nach unten
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3.4

Potenzfunktionen

Eine Funktion fmit f(x)=x" (n=2,3,4,...)"

heisst Potenzfunktion.

Der Graph einer Potenzfunktion y = x" heisst Parabel n-ter Ordnung.

Exponent gerade:

y:)(zm (m=1,2,...)

Die Graphen sind achsensymmetrisch
2ur y-Achse.

Exponent ungerade:

y= x2m+1

m=1,2,..)

Die Graphen sind punkisymmetrisch
zum Ursprung (0/0).
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3.5 Polynomfunktionen

Eine Funktion f mit f(x) = a,x"+a,_x" "+ ... +a,x2+a,x +a,
wobei neN und a,eR , a,#0
heisst Polynomfunktion oder ganzrationale Funktion n-ten Grades.

Jede lineare Funktion f(x)=ax +b (a=0) ist eine Polynomfunktion ersten Grades.
Jede quadratische Funktion f(x) =ax? + bx + ¢ ist eine Polynomfunktion zweiten Grades.
Jede Potenzfunktion f(x) = ax" (@= 0, ne N) ist eine Polynomfunktion n-ten Grades.

Der Graph einer Polynomfunktion n-ten Grades hesst Parabel n-ter Ordnung.

Eine Polynomfunktion verhétt sich

(1) fir kleine | x |-Werte (x — 0) ndherungsweise wie die Glieder mit den niedrigsten
x-Potenzen.

(2) fur grosse ]x I-Werte (x — o) nherungsweise wie das Glied mit der hichsten
x-Potenz.

Beispiel: f(x)=8x*+x3-2x2 + 6 Fur kieine | x|-Werte gilt: f(x) =~-2x? + 6,
fir grosse | x |-Werte: f(x) =~ 8x*

Extremstellen und Extremwerte

A
Funktion: Xy, Xy Extremstellen
y: relatives Maximum

. - Extremwerte
yp:  relatives Minimum

Graph: H: Hochpunkt

T Tiefpunkt} Extrempunkte

Symmetrie

Der Graph einer Funktion f ist symmetrisch zur y-Achse, / \
it _ = . D ‘ !
wenn gilt: f{-x)=f(x} fliralle xe (%) 0

Eine Funktion mit dieser Eigenschaft nennt man eine .

=X X
gerade Funktion.
Der Graph einer Funktion f ist symmetrisch zum Nulipunkt, (%)
wenn gilt:  f{-x)=-f(x) firalle xe D. -x ;

X

Eine Funktion mit dieser Eigenschaft heisst
ungerade Funktion.
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3.6

Rationale Funktionen

Eine Funktion f mit f{x} = % heisst {gebrochen) rationale Funktion, wenn Z (x)

und N (x) Polynome sind und der Grad des Nennerpolynoms N (x) mindestens 1 ist.

ispi 1 2x X =2 1 1
Beispiele: =— , y= , y=—°<=_ =
P =% Y=x+5 y (x+4)3 Y A X+
2x2 - 5x + 20 23
b f(x)=——"—=2x+1
y | {x) =3 x+1+ 3
k/ Die Funktion f hat eine Polstelle: x = 3.
T Die Geraden x =3 (Parallele zur y-Achse)
LT = i
y=2x+1 und y =2x + 1 sind Asymptoten des
——1 . »x Graphen.
/—'—-_\ i\x =3
Polstelle: Ein Argument x = a heisst Polstelle (oder Pol} der rationalen Funktion
f(x)= £ wenn N(a)=0 und Z(a)#0 ist.
N (x}

Asymptote: Nahert sich eine Kurve immer mehr einer Geraden, ohne sie zu
schneiden oder zu beriihren, so heisst diese Gerade Asymptote.

Flr grosse | x|-Werte kann der Graph niherungsweise durch die nicht senkrechte
Asymptote ersetzt werden. Die Gleichung dieser Asymptoten kann mit Hilfe einer
Polynomdivision bestimmt werden.
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3.7 Umkehrfunktionen

ist die Umkehrzuordnung einer Funktion f wieder eine Funktion, so heisst die Funktion f
umkehrbar.

Die durch Umkehrung erhaltene Funktion heisst Umkehrfunktion oder inverse
Funktion von f, sie wird mit f oder f~' bezeichnet.

Beispiel: Funktion: A=1(r)=nr? (r>0)
Umkehrfunktion: r=F(A) =, /_% (A>0)
Ist die Gleichung y = f(x) einer umkehrbaren Funktion bekannt, so erhélt man die

Umkehrfunktion y = f(x), indem man die Gleichung y = f(x) nach x auflést und die
Variablen x und y vertauscht.

Beispiel: gegebene Funktion f: y = 2XX_ 3
Auflésen nach x: x= Y
2y-1
Vertauschen der Variablen: y =f(x) = %

Eine Funktion f ist umkehrbar, wenn flr zwei beliebige Argumente x, und x, (X, # Xy)
gilt f(x4) #f(x5).

Beispiel: / /\}\/
_—T1 o [

umkehrbar nicht umkehrbar

Werden eine Funktion f und ihre Umkehr-
funktion { in demselben Koordinatensystem
(e = e) grafisch dargestelit, so liegen die
Graphen symmetrisch zur Geraden y = x
{Winkelhalbierende des 1. Quadranten).

3.8 Wurzelfunktionen

Der Definitionsbereich aller Wurzeifunktionen f(x)="{x (n=2,3,4,...) sei R},
ah x=0.




Formelsammlung

39

3.9 Exponentialfunktionen

Eine Funktion fmit f{x)=a* (@eR* und a # 1)

heisst Exponentialfunktion.

Beispiele: y=0.8*' | y=8-2%% _ f(t)=A-ekt | f(n):KQ-(1+

y =3

y=a* und y=(—

Graphen von y = a*.

Die Graphen der Funktionen
4
.a
symmetrisch zur y-Achse.

Die x-Achse ist Asymptote des

Exponentialfunktion: y = a " +d

Logarithmusfunktion: y = a [log(bx +¢) +d

c: Verschiebung in X-Richtung j’!&ﬁs
d: Verschiebung in Y-Richtung jrnn;cchhuontizz

a: Offnung der Kurve

- Spiegelung an der x-Achse
a > 1 Verkleinerung der Offnung
a < 1 Vergrosserung der Offnung

b: Offnung der Kurve

- Spiegelung an der y-Achse
b > 1 Verkleinerung der Offnung
b < 1 Vergroésserung der Offnung
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G(t) =G, - at’®

G: Grosse, die exponentiell von der Zeit t abhéngt

Gy: Wert der Grésse G im Zeitpunkt t=0

t:  Zeit (oder eine andere Grisse)

a: Wachstums- oder Abnahmefaktor bezogen auf die Zeitspanne 1
1. Zeitspanne, auf die sich a bezieht

Beispiel: Eine Bakterienkultur wachse exponentiell: nach 25 min betragt der
Bestand 500, nach 45 min 1200.
1=20min , a= % =24, Ng=N/a"* = 500/2.425/20 ~ 167

Wachstumsfunktion N = 167 - 2.4t/20min

Prozentuale Wachstums- und Abnahmerate

Zur Wachstumsrate p % gehort der Wachstumsfaktor (1 + T%) und die
Wachstumsfunktion G(t) = Gy (1+ Tg—o-)t.

Zur Abnahmerate p % gehort der Abnahmefaktor (1 - %) und die
Abnahmefunktion G(t) =G, (1 - %)t.

exponentielles Wachstum exponentielle Abnahme

a>1 O<acx1

G
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W-Formel : K, = Ko(lii)

100
Ko : Anfangswert
Ky, : Endwert
p : Wachstumin %
n : Anzahl Wachstumsperioden

aufgelost nach p :

K
p = +100 q/—" F100
I<0

aufgeldst nach n :

o = Jog(K,) ~log(K,)

pj
'Og(“ 100

Bemerkung :
Wenn man den Zerfall berechnen will, muss man mit den unteren Vorzeichen rechnen.

Ein Anfangskapital K, ist nach n Jahren bei jéhrlicher Verzinsung zu p % auf

K(n) =Ko (1+55)"  angewachsen.
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Beispiel:

Ein Kapital Kq wird mit einem Prozentsatz von 100% far ein Jahr angelegt. Je
nachdem wie oft die Kapitalverzinsung erfolgt, &ndert sich der Betrag, auf den das
Kapital Kgnach einem Jahr angewachsen ist:

Kapitalverzinsung erfolgt| Kapitalausschuattung nach einem Jahr
jahl’]lCh 10 1
K1:K0‘/1+53 :Ko'(1+1)1:K0'2
halbjahriich: [, 100,* R
K, =K, 1 ):K-1—>=K-2.25
e =Mo" 002 o\ 0
monatlich: ( 100 \"? R
Ko =Ko {1+ =) =Ko {14 75) =K, 261
AR SET e U0 0
tégﬂCh: { 100 360 { 1 360
Koy = K, 1 ———-) K, 1e—) =K,-27145
a0 =o'\ 1100360 °\ +360) °
stundlich: [ 100 8640 / 1 8640
Koo = Ko (14— ) —K,-[1 ﬁ) ~K,-2.7181
w0 = R0\ T00- 864 °'\ ' 8640 °
Erfolgen innerhalb so wird das Kapital auf einen Betrag von
eines Jahres { 100 1" /
n Kapitalverzinsungen, KH=KO'\1+1OO.H) :KO-\HE) anwachsen. -

Erfolgen nun unendlich viele Verzinsungen pro Jahr, so wird sich der Betrag mit
dem Faktor e =2.71828182846... vervielfachen. Fur n — <« nahert sich namlich
(1.0

der Ausdruck \1+ —) der Zahl e |, einer irrationalen Zahl, die als EULERsche
n

Zahl in die mathematische Literatur eingegangen ist.

Schreibweise: llm( ) -e=271828182846..

Hinweis:

1 n ]
Der Ausdruck l]m<1 + ) wird folgendermassen ausgesprochen:

o=
n

limes von (14- 77—) fur n gegen Unendlich’
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4 Anhang - Algebra

4.1 Mengen und Elemente

Fasst man unterscheidbare Objekte mit einem gemeinsamen Merkmal zusammen,
so entsteht eine Menge.
Die Objekte nennt man Elemente.

Elemente einer Menge:
a e M: aist ein Element der Menge M.
b ¢ M: b ist kein Element der Menge M.

Eine Menge kann endlich viele oder auch unendlich viele Elemente enthalten:
endiiche Menge, unendliche Menge.

Darstellung von Mengen:

Aufzahlende Form: beschreibende Form:

Ny ={0,1,2,3,4,...} Ng = {n/nist natlrliche Zahi oder n = 0}
P ={2,3,57,11,13,19, ...} P = {z/zist Primzahl}

T ={12,3,6,9 18} Tig = {re N/rteilt 18}

U ={} leere Menge U ={x/x-2=x}

v ={0} V o ={y/y+y=y}

B = {Paralielogramm, Trapez} B ={q/qistein Viereck und g hat
mindestens 1 Paar paralleler Seiten}

4.2 Teilmenge
Eine Menge A ist Teilmenge einer Menge B, B
wenn alle Elemente von A auch Elemente von B sind. A
Symbol: AcB
Fir jede Menge M gilt: M c M Mengendiagramm

Beispiel: D={1,2,3}
Teilmengenvon B: { }, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2,3}
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4.3 Schnittmenge und Vereinigungsmenge

A B Die Menge aller Elemente, die zu A und zu B gehdren,
bilden die Schnittmenge (oder Durchschnitt) von A und B.

Symbol: AnB
«A geschnitten mit B»

AnB
Beispiel: {1,2,3,4,5} n {2,4,6} = {2, 4}

Die Menge aller Elemente, die zu A oder zu B (oder zu beiden)
gehoren, bilden die Vereinigungsmenge von A und B.

Symbol: AubB
«A vereinigt mit B»

AuB
Beispiel: {1,2,3,4,5} u {2,4,6}={1,2,3,4,5,6}

4.4 Differenzmenge

Die Elemente von A, die nicht zu B gehdren, bilden

die Differenzmenge.
Symbol: A\B
«A ohne B»

A\B
Beispiel: {1,2,3,4,5}\{1,3,5,6} = {2,4)}
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4.5 Exakte Werte und Nahreungswerte

Beispiel:  Flacheninhalt eines gleichseitigen Dreiecks mit der Seitenlinge s

A =025 /3 52 =~ 0433s2
—— ——
exakte Werte Naherungswert

Naherungswerte kénnen auf zwei Arten entstehen:
(1) durch Messen einer Grosse: Jeder Messwert ist ein Ndherungswert

(2) durch Runden eines (exakten) Wertes

Beispiele zu (2):
exakter Wert |  Beispiele fir Néherungswerte
/3 2 ;1.7 ; 1.73205
n 3; 22 31416
7
Rundungsregel

Soll ein Dezimalbruch auf n Dezimalen (n Ziffern nach dem Dezimalpunkt) gerundet
werden, so ist fur die Rundung ausschiliesslich die nachfolgende Ziffer massgebend:

- die Ziffern 0, 1, 2, 3 und 4 werden abgerundet;
- die Ziffern 5, 6, 7, 8 und 9 werden aufgerundet.

Beispiele: 56.3456 auf 2 Dezimalen gerundet: 56.35
3.1749 auf 2 Dezimalen gerundet: 3.17
123.5499 auf 1 Dezimale gerundet: 123.5

Geltende Ziffern (auch signifikante oder wesentliche Ziffern genannt)

Die Messwerte 248 cm, 2.48 m und 0.00248 km sind offensichtlich gleich genau,
obwohl! die Masszahlen unterschiedliche Anzahl Dezimalen aufweisen.

Mit dem Begriff geltende Ziffern lasst sich die Genauligkeit eines Naherungswertes
vorschreiben, unabhangig von der gewahiten Masseinheit.

Beispiele:
Naherungswert | 0.006 0.060 6.0 3005 700 7-10°
Anzahl geltende Ziffern ‘ 1 2 2 4 3 1
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4.6

Absoluter und relativer Fehler

Um die Genauigkeit eines Naherungswertes anzugeben, sind zwei Fille zu unterscheiden:

M

@

Absoluter und relativer Fehler werden stets aufgerundet und mit héchstens zwei

Der exakte Wert ist bekannt

relativer Fehler p=_Et_

Der relative Fehler wird meistens in % angegeben.

absoluter (wahrer) Fehler: e=la-2aj a: exakter Wert
a : Naherungswert

Beispiel: An Stelle des exakten Wertes % werde der Naherungswert 0.3 verwendet.

absoluter Fehler: ¢ =0.015 ;  relativer Fehler: p=5%

Der exakte Wert ist unbekannt (z.B. Messwerte)

Da der wahre Fehler £ nicht berechnet werden kann, gibt man eine Fehlerschranke

Aa an. Der exakte Wert a liegt dann zwischen a -Aa und a + Aa.

Schreibweise: a=2axztAa 5—{33 5[ a+Aa
= T

Aa Aa

Die Fehlerschranke Aa nennt man absoluter Fehler, sie ist immer positiv.

Beispiel: a=24mx02m=(24+02)m
Messwert a =24m ; absoluter Fehler Aa=0.2m
Ein Naherungswert und sein absoluter Fehler sollen stets dieselbe Anzahl

Dezimalen aufweisen.
Nicht korrekt sind z.B. (18 £ 0.3)cm oder (4.08 = 0.1) kg.

relativer Fehler p= —ﬁ% - 100 %
a

Beispief; (17.3+03)mm=17.3mm+1.8%

geltenden Ziffern angegeben.

Y
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4.7 Rechnern mit Naherungswerten

Beispfel:  Von einem geraden Kreiszylinder kennt man den Radius r = (6.1 + 0.2) cm
und die Héhe h = (8.0 + 0.2) cm.
Gesucht sei das Volumen V=V + AV

Formel: V =nréh

gegebene Grossen: 59cm<r<6.3cm
7.8cm<h<82cm

Minimum: Vinin =7 - 5.92 - 7.8 cm® = 853.00 cm?®
Maximum: Viax = T - 6.32 - 8.2 cm® = 1022.46 cm®
absoluter Fehler: AV = % (Vinax = Vmin) = 85 cm?®
Naherungswert: V= % (Vimax + Viin) = 938 cm?

V =(938 + 85) cm3

4.8 Rechnern mit Naherungswerten ohne Fehlerangabe

Annahme:  Bei Ndherungswerten ohne Fehlerangabe sei der absolute Fehler eine’
Einheit der letzten Ziffer.

Beispiel: s=21cm bedeutet s=(2.1+0.1)cm

Unter dieser Voraussetzung gelten die folgenden Faustregeln (d.h. der absolute Fehler
des Resultates ist im aligemeinen nicht grésser als eine Einheit der letzten Ziffer):

(1) Bei der Addition und Subtraktion von Naherungswerten ist im Resultat die gleiche
Anzahl Dezimalen anzugeben, die der ungenaueste Naherungswert aufweist.

Beispiele: 12+13=13 , 278-06=22

(2) Bei der Multiplikation und Division von Néherungswerten ist im Resultat die
gleiche Anzahl geltender Ziffern anzugeben, die der ungenaueste Nadherungswert
(am wenigsten geltende Ziffern) aufweist.

Beispiele: 7.40-3.142=233 , 5/:3:002

1408 0!




Geometrie

5 Mathematische Symbole

Figuren (geometrische Objekte) Relationen
Symbol Figur Symbol Bedeutung
A,BC, ... Punkt L senkrecht
a b, c ... Gerade I parallel
AB, AP, XY, . € . . ist Element von . . .
g, E(ABC), . .. Ebene # .. . ist nicht Element von . . .
a,b,c,..,AB, AP, .. | Strecke e geschnitten mit . . .
a, B, ¥, ..., £LASB,. | Winkel v vereinigt mit . . .
Dreieck = kongruent
AABC, AUVW, ... Figur _ ahnlich
Gebiet
Flache
Asec , Byvw v - - - Flacheninhalt
Vektorgeometrie
Symbol Bedeutung
. L
Mathematische Logik X AB. ... Vektor
—
Symbol  Bedeutung f_;.. oA Ortsvektor des Punktes A
A cao.und L. |_£|, % Betrag
v ...oder ... a =(alg) | Vektor in Polarform
= wenn ...,dann... a;
= . . . genau dann, wenn . . , a =| as Vektor in Komponenten-
.. . ist dquivalent zu . . . az form
2@, E) Winkel zwischen
Vektoren
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6

Planimetrie
6.1 Winkel

6.1.1 Winkel an geschnittenen Parallelen, Winkel am Dreieck

Winkel an geschnittenen Parallelen

Stufenwinkel Gegenwinkel

a=al oy +a, = 180°
B:B’ B1+52:180°

Wechselwinkel
a=ua
p=p
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6.1.2

Winkel am Kreis

S v Ein Periferiewinkel ist
: halb so gross wie der
zugehorige Zentriwinkel.

Alle Periferiewinkel (ber gleichem
Bogen sind gleich gross:

Ein Sehnentangentenwinkel ist gleich
gross wie ein Periferiewinkel tber
dem eingeschlossenen Bogen:

T=¢€

Sehnenviereck

Ein Viereck, das einen Umkreis hat,
heisst Sehnenviereck

Im Sehnenviereck betragt die Summe
zweier gegeniiberliegender Winkel 180°:

o+ 7y =180°
B+38=180°




6.2 Berechnungen am Dreieck und Viereck

Das rechtwinklige Dreieck
A

a,b: Katheten
G Hypotenuse

p.q: Hypotenusen-

abschnitte
Satz des Pythagoras: a’ + b = ¢?
Satz des Euklid
(Kathetensatz): Hohensatz:
ﬂz = p * G h2 = p N q
b> = q-¢
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6.2.1 Spezielle Dreiecke

30° - 60° - Dreieck gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck

6.2.2 Weitere Formeln fiir die Flache :

Satz des Heron : A = \/S(S —a)(s—b)(s—c¢) (s = halber Umfang)

A= %bc 3in(a)

2 Seiten eingeschl. Winkel

he = b Bin(a)

A= glaf B ~(a )

6.2.3 Berechnung von Flacheninhalten und Abstédnden

g

Dreieck Parallelogramm
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6.2.4 Tangentenabschnitte, Tangentenviereck

v

Tangentenabschnitte:

Die Abschnitte u und v der
Tangenten von einem Punkt

an einen Kreis sind gleich lang.

Tangentenviereck:

In jedem Tangentenviereck
sind die Summen zweier
Gegenseiten gleich gross.

a+c=b+d

6.3 Berechnungen am Kreis

6.3.1 Kreis und Kreisring

Kreis:

Kreisring:

Umfang:

Flacheninhalt:

Ringbreite:

Flacheninhalt:

u=2=xr
A=mnr?
b=R-r

A =n(R2 -r2)

A=2nrm-b

2
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6.3.2 Das Bogenmass

Winkel ¢ im Bogenmass:

r

M
(p:

b
r

beliebiger Radius

b: Lédnge des Kreisbogens

180° = n rad
a 0° | 30° | 45° | 60° | 90° | 180° | 270° | 360°
b 0 w6 | w4 | w3 | w2 n | 3m2 | 2n
sinf) | 0 | 172 |J2/2(432] 1 0 -1 0
cos(a)| 1 [+3/2|+2/2]| 1/2 0 -1 0 1
tan(a) | O |+3/3| 1 J3 |ndef| 0 |ndef| 0O
cot(a) | n.def | /3 1 |+3/3| 0 |ndef| 0 |[n.def
Potenzreihen fir sin x , cos x und tan x
. 3 b 7
sin X = x—%+“§!~—%+ xeR
_ 1,3 ., 2.6 L 17 .7 . 62 .9 T
tan x = X + X7 + 35X + ZE X+ gEeXT + s |x[<2
n! = 1.2:3:4....-n (n Fakultat)




6.3.3 Der Sektor

r:  Radius
b: Bogenlange
@: Zentriwinkel; 0< $ <2rn

Agi: Flacheninhalt

P -
b 3609 2mr @ -r
_ 9 2 _ 12 0 _ 1
Ask = 3609 Tr 5 Q re; Ask 2bl’
6.3.4 Das Segment
r: Radius

@: Zentriwinkel; 0< $ < 2n
s:  Sehnenléange

h: Segmenthohe

As;: Flacheninhalt

A Ask — Apreieck . falls
5G —
Ask + Apreieck . falls
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6.4 Diverse Formeln zum Kapitel Planimetrie

6.4.1 Viereck

i Allgemeines Viereck +
L [ [
Schrager Rechbw. Paralielo- Gleichsch. Rechtw.
Orachden |[OFaChen| oo o | Rhombus | Quadrat | Rechieck gramm Trapez Trapez Trapez
Gleiche
| Seiten 2Paar | 2 Paar alle 4 alle 4 2 Paar 2 Paar 1 Paar
Gleiche
Winkel 1 Paar 1 Paar 2 Paar alle 4 alle 4 2 Paar 2 Paar 1 Paar
Parallele
SaNon 2 Paar 2 Paar 2 Paar 2 Paar 1 Paar 1 Paar 1 Paar
gleich gleich
Diago- 1 halbiert Senk- i‘;‘;’ :r[;hnl f‘ggﬂ lang lang halbieren Gleich
nalen rechi Sl sich halbieren | halbieren slch lang "
sich sich
: 2 achsig | 4 achsig 2 achsig
S“'&T keine |1achsig| 1achsig | punkt- | punkt- punki- P“;“ri‘ 1 achsig
symm. | symm, symm. Sy, .
Kreise Inkreis l.{::{ms Inkreis "':s:': ::;5 Umkreis Umkreis
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6.4.2 Winkelhalbierende
Die Winkelhalbierenden w,, wg, w, eines Dreiecks ABC
schneiden sich im Inkreismittelpunkt
B
W
w(!.
A
C
6.4.3 Hohen

Die Hoéhenlinien h,, hy, he eines Dreiecks ABC schneiden sich
im Héhenschnittpunkt.
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6.4.4 Mittellinien

Die Mittellinien ma, m,, m eines Dreieck ABC sind halb so lang
wie die Gegenseiten und parallel zu diesen. Sie teilen das
Dreieck in vier kongruente Teildreiecke.

6.4.5 Mittelsenkrechten

Die Mittelsenkrechten m,, my, m. eines Dreiecks ABC
schneiden sich im Umkreismittelpunkt.
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6.4.6 Schwerlinien

Die Seitenhalbierenden (Schwerelinien) s,, sp, S¢ eines
Dreiecks ABC schneiden sich im Schwerpunkt S.

Der Schwerpunkt teilt die Seitenhalbierenden im
Verhaltnis 2 : 1
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6.4.7 Schwerlinien
Schwerpunkte von Flichen
Dreieck Rechewinkliges Trapez Kreisausschnitt
1
< t
| <
[ -
¥
S lLiegt im Schnittpunkt t e g2
der Seitenhalbierenden; Xy = @ o ¢
siche Lehrsatz 60/1 3at
Rechteck und Halbkreis Kreisabschnitt
Parallelogramm
A
! —
|"'7X.5'-
S licgt im Schmittpunkt . 4r N 494 R )
der Diagonalen to A 0,424 -1 to 12 A (A: siche Kap. 15.3.)
Trapez Viertelkreis Kreisringfliiche
C
i Lo
T
Cr L
h a4+ 2¢
Yo =3 i
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6.5 Strahlenséatze

Werden zwei Halbgeraden, die von einem Punkt Z (Scheitel) ausgehen,

von mindestens zwei Parallelen geschnitten, so heisst diese Anordnung
Strahlensatzfigur.

an, b, heissen Strahlenabschnitte

c, d heissen Parallelenabschnitte

1

Erster Strahlensatz (ohne Parallelenabschnitte)

a b a b
e § oder : = -
dz

b2 ay +az by + ba

Zweiter Strahlensatz (mit Parallelenabschnitten)

c ai c b4
= = — oder = = —
d ay +az d by + b

Umkehrung des ersten Strahlensatzes

Gegeben sind:

- zwei Halbgeraden g und h mit
gemeinsamem Anfangspunkt Z

- zwei Geraden p und g, welche die
Halbgeraden schneiden

3 = = p und g sind parallel

Die Umkehrung des zweiten Strahlensatzes gilt nicht.

Der Schwerpunkt S eines beliebigen

Dreiecks teilt jede Schwerlinie im
Verhaltnis 2 : 1.




62

Formelsammlung

In jedem Dreieck gilt:

Eine Winkelhalbierende (¢, = @,) teilt die
Gegenseite im Verhaltnis der anliegenden
Seiten.

6.6

6.6.1

Ahnliche Figuren

Die zentrische Streckung

Eine Abbildung heisst zentrische Streckung mit dem Streckungszentrum Z

und

dem Streckungsfaktor k (k ist eine positive, reelle Zahl)', wenn gilt:

(1)  Der Bildpunkt P' des Originalpunktes P liegt auf dem Strahl ZP

2y 2ZP" = k-ZP

=t
A A

k < 1: Das Bild ist kleiner als das Original; Verkleinerung
k: Das Bild ist grésser als das Original; Vergrésserung
1 Bild und Original sind kongruent.

Eigenschaften der zentrischen Streckung

(1)

(2)
(3)
(4)
(5)

Eine Gerade wird auf eine Gerade abgebildet.
Gerade und Bildgerade sind parallel.

Das Bild einer Strecke hat die k-fache Lange: a' = k- a
Winkel werden auf gleich grosse Winkel abgebildet: «' = o
Das Bild eines Kreises ist ein Kreis mit dem Radius ' = k- r

Der Fldcheninhalt der Bildfigur ist k*-mal so gross wie der Flachen-
inhalt des Originals: A" = k*- A
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Ein konvexes Vieleck A heisst einer konvexen Figur B einbeschrieben, wenn
jede Ecke von A auf dem Rand von B liegt.

Beispiele:

Gegenbeispiele: @

6.6.2  Ahnliche Figuren

Eine Figur U heisst &hnlich zu einer Figur V, wenn man U mit Hilfe einer
zentrischen Streckung so vergrdssern oder verkleinern kann, dass sie zu V
kongruent ist.

Symbol: U ~ V

In dhnlichen Figuren sind alle entsprechenden Winkel gleich gross, und alle
entsprechenden Strecken als auch Kurven haben dasselbe Langenverhéltnis.

U~V <
k = a’ : o SPPTIRY - AR _ _a'+b'+c'+d’
— a b — c T & @ ® & @ W - a+h+c+d
k : Streckungsfaktor Figur U 5 Figur V
Flacheninhalte: Ay : Flacheninhalt Figur U Av : Flacheninhalt Figur V

Ay

U~V 2
= k Au
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6.6.3 Ahnliche Dreiecke

Stimmen zwei Dreiecke in zwei Winkeln Gberein, dann sind sie ahnlich.
a=a A p=p = AABC~ AA'B'C’
Wenn zwei Dreiecke ahnlich sind, dann haben zwei entsprechende Strecken

(z.B. Seiten, Héhen, Winkelhalbierende, Umkreisradien, Umféange, ... .)
das gleiche Langenverhéltnis.

P _a _ h _ w __u”
AABC ~ AA'B'C'=> k= a = THh T W T T T e = =
a’=k:-a, hh=k-h, .....

k: Streckungsfaktor AABC -5 AA’B'C’

Die Flacheninhalte dhnlicher Dreiecke verhalten sich wie die Quadrate entspre-
chender Strecken.

g Aagc a')? (h’)z 2
AABC ~ AA'B'CT = = = = i =k
c AABC ( a) h

= Aapc = k?- Ansc

A <y
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6.6.4 Ahnlichkeit am Kreis

Sehnensatz:

/N

/ Sekanten-Tangentensatz:
2 ala+b) =clc+d) = t*
S
N

Zusammengefasst (Potenzsatz):

Fiir jede Transversale eines Kreises durch einen Punkt S ist das Produkt
der Entfernungen zwischen S und den Schnittpunkten mit dem Kreis
jeweils konstant. Liegt S ausserhalb des Kreises, so hat auch das Quadrat
des Tangentenabschnittes denselben Wert.

Trigonometrie

71 Das rechtwinklige Dreieck

Definition:

s Gegenkathete cs 4= Ankathete
Hypotenuse Hypotenuse
Gegenkathete

tan ¢ = e (D'D-r-:(p-c: BDD)

Ankathete

A a, b: Katheten

"Hil““

c: Hypotenuse

i ,,i..1..|.,..wlm:%;:mﬂﬂﬂl} WHIHHHH‘ _ E i




66

Formelsammlung

7.1.1 Die Arcusfunktion
"“H”:Ill a a
b i sinq:-:E :::tp:arcsin(-é)
' 2 = - (2)
cos¢ =5 = @=arccos |
c tantpz% = w=arctan(%j
7.1.2 Aufgaben aus der Optik

Brechung von Licht

|
einfallender i
Strahl ' reflektierter

Strahl
ﬁ Brechungsgesetz
2 von Snellius
optisch dichteres : q)' .
Medium : ebrochener . -
N gtr‘ahl? n,.sin® = n,.sin 9,
; j n : Brechzahl
. gebrochener

Totalreflexion Lichtstrahl

Optisch
dichteres’
Medium
&

teilweise
reflektiert

Lichtquelle

total
‘reflektiert

Totalreflexion:

Kritischer Einfallswinkel wenn Brechungswinkel 90° erreicht
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7.1.3

Flacheninhalte eines Dreiecks

In jedem Dreieck gilt:

A=~ -p-g-sing

Segment:

g

R

g2, 9 A_lmo sine),
h 360° \360° 2 )
A=Lpr 0° < ¢ < 360°
1N 3 - XN "“) 2
A=E{pr A-E(q:—smq)r
7.2 Das allgemeine Dreieck
7.2.1 Definition der Winkelfunktionen fiir beliebige Winkel
Definition:
sina =vyp
_______ | tana cos o = Xp
Ye sin o
tana = o= = Tosa
X (xp20)
>

Einheitskreis
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7.2.2 Der Sinussatz

Sinussatz:

In jedem Dreieck ABC gilt:

amb_czzf

sin o sinfp sin y

a:b:c=sina:sinf: siny

Winkelhalbierende im Dreieck:

a_m
P11 =92 = = =
/&\ .
n m
7.2.3 Der Cosinussatz
Cosinussatz:
X In jedem Dreieck gilt:
. x? = u® + w? - 2uw cos ¢
¢ ist Gegenwinkel von x.
W
7.3 Goniometrie
7.3.1 Beziehungen zwischen sin a, cos a und tan a
. _ sina
sina + cosa = 1 tan & = Sos

sin(a) = y1-cos?(a)
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7.3.2 Additionstheoreme

sin (o +B) sino-cos P+ cosa-
sin {a—B) = sina-cosfp - cosa:

cos (0+P) = cosa-cosP - sina:

cos (o—P) = cosa-cosfP + sina:

tan (a+p) = tan o + tan B

@ " 1-tana- tan
tan o — tan

tan (o-p) = b

1+ tana - tan P

sin 3
sin B

sin
sin P

7.3.3 Funktionen des doppelten Winkels

sin (2a) = 2-sino-cos o

cos (2a) = cos?a — sinZo, = 1 - 2-sina = 2-cos2a — 1

2- tano

tan (2a)
1 - tan?a
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7.3.4 Goniometrie Ubersicht

sina 1 cos
: tan & = ; cota = —
COS col o SIn

- 2 2
; sin“a +cos” =1
sina = cos(a - 90°%) ; cosa =sin(a +90°)

tan - cot ax = 1

sina = cos(90°-a) cosa =sin(90°-«)

Umrechnungstabelle:

. tan @ 1
sing =+1- cos” @ = =
v ¢ J1+lan2tp J1+cot24p
1 t
COS@ = 1-sin’ @ = o7

Ji+tan®e B J1+cot? g

sing H,h—cosge;o_ 1

tan @ = = =
7 Ji-sin®g@ cos @ cot ¢
. 1/1 —sin® @ Cos @ 1
cot B = =
¢ sin ‘ﬁ —cos’p tang@

Additionstheoreme:

sin(a + f3) =sina-cosf + cosa-sinf
cos(a + ) = cosa - cosff —sina-sinff

tan o + tan f8
1-tan « -tan 8
sin(a — B) =sina - cosff —cosa - sinff
cos(a — ) =cosa -cosf +sina-sinf
tan a — tan 3

tan(ax +f) =

ta — -
n(a=p) T+ tan @ -tan B
Funktionen des doppelten Winkels: Funktionen des halben Winkels:
sin22=l-(1—cosa)
sin2a =2 Sing ~cosa 2 2
cos2a =cos’ a —sin” a coszgzlg-(1+cosa)
2-tan o
tan 2 = ,a 1-cosa
1-tan®a tan®— =
2 14cosa
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7.4 Trigonometrie Il

sin

sin(180° — a) =sin(a) fur 0° <a <90°
sin(180° + a) = —sin(a) fur 0° <a <180°
cos

cos(180° — a) = —cos(a) fur 0° <a <90°
cos(180° +a) = —cos(a) fur 0° <a <180°
tan

tan(90° + a) = —tan(90° —a) fur 0° <a <90°

tan(180° + a) =tan fur a []0°;180°]\{90°}

T
n .. ........ ..
| - ]
; [ u .
sin(x) : Intervall = 360°
sin(2x) : Intervall = 180°
sin(3x) : Intervall = 120°
L={..;x-Intervall ; x ; x + Intervall ; x + 2 Ontervall ; ....}

(je nach Grundmenge)

8 Stereometrie

8.1 Beziehungen im Raum

8.11 Lage von Punkten, Geraden und Ebenen im Raum
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Symbole: Punkte: A, B, C,

Ebenen: €, ,

Gegenseitige Lage von Geraden:

..... Geraden: a,b,c, .....

sich schneidende Geraden:

a und e
a und d

parallele Geraden:
b,c und d

windschiefe Geraden:
a und b ,
e und b ,

a und ¢
e und c
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Die Ebene

Eine Ebene ist eindeutig festgelegt durch:

3 Punkte A, B, C 1 Punkt A und 2 sich s'c'hneidende 2 parallele Geraden
1 Gerade g - Geraden

Gegenseitige Lage von Ebenen:
Zwei Ebenen

~schneiden sich ; ~ sind parallel

Schnittgerade

Gégénseitige Lage von Gerade und Ebene: .

~ Die Gerade _ - _ o .
- liegt in der Ebene ~ ist parallel zur Ebene durchstésst die Ebene

Durchstosspunkt




74

Formelsammlung

8.1.2 Winkel im Raum

Gerade — Ebene:

Ebene — Ebene:

Der Winkel ¢ zwischen einer Geraden g

und einer Ebene £ ist der Winkel zwischen
der Gerade g und ihrer senkrechten Pro-
jektion g' in der Ebene €.

Spezialfall: Lot

Eine Gerade g heisst Lot einer Ebene €,

wenn es in € mindestens zwei Geraden gibt,
die zu g senkrecht stehen.
Die Ebene £ ist die Normalebene zu g.

Der Winkel ¢ (¢ < 90°) zwischen den
Ebenen €, und €, ist wie folgt definiert:

Errichtet man in einem beliebigen Punkt P

der Schnittgeraden s je eine Senkrechte p
und q zu s in beiden Ebenen, so bilden
diese Geraden den Winkel ¢.

Spezialfall: Normalebene
Ist @ = 90° stehen die beiden Ebenen nor-
mal zueinander.
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8.1.3 Das Prisma

n-seitiges Prisma:

Deckflache D X . )
Mantel M Jeder gegmetrlsche Korper, der be
grenzt wird von

zwei kongruenten und parallelen

n-Ecken (Grund- und Deckflache)
und

n Parallelogrammen (Mantel)

Hohe h

Grundftéche G
5-seitiges Prisma heisst n-seitiges Prisma.

Die Oberflache S: S =M+G+D

M: Mantelflache (Summe aller Seitenflachen)
G: Grundflache
D: Deckflache D = G

Das Volumen V: V = G- h

h: Hohe {Abstand von Grund- und Deckflache)

Gerades Prisma:

Ein Korper heisst gerades Prisma, wenn
der Mantel ausschliesslich aus Rechtecken
besteht.

Sonderfélle des geraden Prismas:

Regulédres Prisma: Die Grundflache ist ein regulares Vieleck.
Quader: . Die Grundflache ist ein Rechteck.
Wiirfel: Quader mit lauter gleich langen Kanten.

Quader H oo G
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8.1.4 Pyramide und Pyramidenstumpf

n-seitige Pyramide:

Spitze

Eine n-seitige Pyramide ist ein geo-
metrischer Kérper, der begrenzt wird
von einem Vieleck (n-Eck) und von

n Dreiecken {Seitenflachen), die einen
Eckpunkt (Spitze) gemeinsam haben.

Seitenkante

Grundkante

5-seitige Pyramide

Die Oberflache S: S = M+ G

M: Mantelflaiche (Summe aller Seitenflachen)
G: Grundfldache

Das Volumen V: V = %G -h

h: Abstand der Spitze S von der Grundflidche G

Gerade Pyramide:

Bei der geraden Pyramide féllt der Fusspunkt der
Héhe h mit dem Schwerpunkt S der Grundfléche
zusammen.'

Regulére Pyramide: Die Grundflache ist ein reguléres Vieleck.
Tetraeder: Die Grundflache ist ein Dreieck.
Reguléres Tetraeder: Vier gleichseitige Dreiecke als Begrenzungsflachen.
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n-seitiger Pyramidenstumpf:

Pyramidenstumpf nennt man jeden geometrischen Kérper, der entsteht, wenn
sine Pyramide durch eine zur Grundflache parallele Ebene geschnitten wird.
Damit erhéalt man einen Pyramidenstumpf und eine Ergdnzungspyramide.

Deckfiache D Ein Pyramidenstumpf wird von zwei

zueinander parallelen und ahnlichen
aber nicht kongruenten n-Ecken
sowie n Trapezen begrenzt.

Grundfliche G

5-seitiger Pyramidenstumpf

Volumen: V =

[AFE

h(G+,/G_D+D)
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8.1.5

Prismatoide

Deckflache Deckkante

Grundflache

Ein Prismatoid (Prismoid) ist ein Polyeder mit der folgenden Oberfléche:

Grund- und Deckfldche sind parallele Vielecke; die Eckenzahl kann
verschieden sein.

Die Deckflache darf zu einer Strecke (Deckkante) oder einem Punkt
entartet sein.

Der Mantel besteht aus Dreiecken, Trapezen oder Parallelogrammen.

Sonderfalle des Prismatoids: Prisma, Pyramide und Pyramidenstumpf

Bei einem senkrechten Prismatoid liegen die Schwerpunkte der Grund- und
Deckflache senkrecht Ubereinander.

Das Volumen eines Prismatoids:

V = %(G+D+4Am)

Hohe (Abstand zwischen Grund- und Deckflache)
Grundflache '
Deckflache (besteht diese aus einer Strecke oder einem Punkt,

soist D = O einzusetzen.)

: Mittelschnittfiache (Schnittflache in halber Hohe und parallel zur

Grundflache). Die Mittelschnittebene halbiert alle Seitenkanten.




Formelsammlung

79

8.1.6 Regulére Polyeder (Platonische Korper)

Ein Polyeder heisst regulidr oder Platonischer Korper, wenn er von kongruenten
regulédren Vielecken begrenzt wird und wenn in jeder Ecke gleich viele Kanten

zusammenstossen.

reguléres Tetraeder:

Feuer

Wiirfel (Hexaeder):

Erde
Oktaeder:

Luft
Dodekaeder:
lkosaeder:

Wasser

Wie der Wiirfel breit und lastend
im Bereich der Schwere ruht,
strebt empor das Tetraeder

wie die Flamme aus der Glut,
schwingt bewegt sich in die Weite,
nach der Hohe in die Breite,

und der Kanten strenges Streben
ist erflllt von Kraft und Leben.

Gleicher Hohe, Lange, Breite,
rechtgewinkelt jede Seite,

zeigt des Wiirfels klare Form

klares Mass und klare Norm.

Weit entfernt vom Raum der Kugel,
die dem Himmel zu vergleichen,
sind des Wiirfels Kanten, Ecken
ganz und gar ein irdisch Zeichen.

QOktaeder, schwebst im Raume
schwerelos fast wie im Traume,
ragst du ruhend im Gefilde

als kristallenes Gebilde.

Strebst hinaus nach allen Seiten,
in die Héhe, in die Weiten,

bist verwandt dem Element,
welches keine Schwere kennt
und als Atem allem Leben

seine Kraft vermag zu geben.

Pentagondodekaeder,
lass im Raum, den du umschlossen,

Himmelsmaterie tastend uns herum bewegen,

lass die Flachen deiner Hillle,

ihre Kanten, ihre £cken

denkend in den Raum uns wandeln,
der zur Kugel weit sich rundet

und uns jene Kraft bekundet,

die im Anfang alles war

und in allem sein wird immerdar.

Wenn sich im {kosaeder

zwanzig Flachen still ber(hren,

als wirden sie die Kugel spiren,
fihlen wir die Krafte walten,

die im Wasser sich entfalten,
wenn es sich zu Schnee verdichtet
und zur Sternenform sich lichtat.
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8.2 Krummflachig begrenzte Kérper

8.2.1 Der Kreiszylinder

Kreiszylinder:

ein Kreiszylinder.

Grundflache

gerader Kreiszylinder schiefer Kreiszylinder

Verschiebt man eine Kreisflache parallel um eine bestimmte Strecke, so entsteht

Mantellinie: Verbindungsstrecke zweier entsprechender Punkte der beiden Kreis-
linien. Sie ist immer parallel zur Kérperachse.

Volumen V:

V=G h= arth

Gerader Kreiszylinder: Verschiebung senkrecht zur Kreisfldche, d.h. die Achse

steht senkrecht zur Grund- und zur Deckflache.

Oberfléache S:

S=G+D+M =2u% + 2rnrth = 2nr(r+h)
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8.2.2 Kreiskegel und Kreiskegelstumpf

Verbindet man alle Punkte einer Kreislinie mit einem Punkt, der ausserhalb der
Kreisebene liegt, durch Strecken, so entsteht ein Kreiskegel.
(im Folgenden Kegel genannt)

Volumen:

V=

1 = L. 2h
3Gh 3r

gerader Kegel schiefer Kegel

Gerader Kreiskegel

Mantelflache: M = 2rrm
Oberflache: S=arir+m) 360° =

3|~

m: Mantellinie
a: Offnungswinkel
o: Zentriwinkel des abgewickelten Mantels

Kegelstumpf nennt man jeden geometrischen Korper, der entsteht, wenn ein
Kreiskegel durch eine zur Grundflache parallele Ebene geschnitten wird.
Damit erhéit man einen Kegelstumpf und einen Erganzungskegeli.

Volumen: V= %h(r2+R2+Rr)

Der gerade Kegelstumpf:

Mantelfidche: M = zm (r+R)
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8.2.3

Kugel und Kugelteile

Kugel:
Volumen:

Oberflache:

Kugelsektor:

Volumen:

V = 431t 3
S =4nr?
V=%“—r2h

Kugelsegment:

Volumen:

Oberflache:

Kugelhaube:
(Kalotte)
Kugelschicht:
Volumen:

Oberflache:

Kugelzone:

V=~g—h(3a2+3b2+h2)

S =A+n(a2+b2)

A=2xnrh
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8.2.4 Rotationskorper

Guldinsche Regeln
Meridian: Erzeugende ebene Kurve
S¢: Schwerpunkt der Meridianflache
A: Inhalt der Meridianflache
S.: Schwerpunkt der Meridianlinie
m: Lange der Meridianlinie

Das Volumen eines Rotationskdrpers ist gleich

dem Produkt aus dem Flacheninhalt A der den V=2rnrg-A

Kdérper erzeugenden Flache und dem Weg, den

ihr Schwerpunkt bei einer Umdrehung um die

Rotationsachse zuriicklegt.

Der Mantel eines Rotationskérpers ist gleich

dem Produkt aus der Linge der den Kérper M=2r-r.-m

erzeugenden Kurve und dem Weg, den ihr

Schwerpunkt bei einer Umdrehung um die

Rotationsachse zuriicklegt.

8.3 Ahnliche Kérper

Langen: Kk =—— = =~ Teereens

I
Il
1

Flicheninhalte: k2

Volumen: k3 =
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9 Vektorgeometrie
9.1 Vektoren in Polarform
b
—
a
a>0
Bezugsgerade
/ \< B<0 (entspricht 0° bzw. 180°)
i .
a = (alo) Vektor = (Betrag/Winkel)
Betrag von a: | a | = a Der Betrag von a entspricht der Pfeillange.
Gleichheit von Vektoren:
Zwei Vektoren sind gleich, wenn sie in Betrag und Richtung {ibereinstimmen.
9.2 Elementare Vektoroperationen
Addition:
¢
—
—
3 : )
- =

==
Der Vektor T heisst die Summe oder Resultierende von a , b und c:

— - = -
r =a+b+c

Die Resultierende erhilt man durch den Pfeil vom Anfangspunkt des ersten bis
zum Endpunkt des letzten, angesetzten Pfeiles.

Rechengesetze: a + E =b+a (Kommutativgesetz)
= I e - —
a + (b + E) = (a -+ b) + ¢ (Assoziativgesetz)
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Subtraktion:

Rechengesetze:

Unter dem Gegenvektor (—E) von a versteht man

jenen Vektor, der denselben Betrag, aber die entgegen-
gesetzte Richtung wie a hat.

: — — —
Der Gegenvektor einer Verschiebung AB ist — AB = BA.

2"\F o PR

=1

a-
a-a= E {(Nullvektor)

‘walzlb-a

Multiplikation "Skalar mal Vektor”

a ka
k-a =

Betrag: Jbl =

wl

= )

|ka| =1kl-|3] ., keR

Richtung: k > 0: k-a und a haben dieselbe Richtung.
= = x o
k <0: k-a und a sind entgegengesetzt gerichtet.
Sonderfélle: 132 = a : (-1)a =-a 0a =0
- —
Rechengesetze: m (3 + b) =ma +mb
{m+n}~§ =ma +na m,ne€R
—F —
m(n-a] = (m-n)-a
a _1->
m ~m@

Kollineare Vektoren: Vektoren, die parallel oder antiparallel sind.
— —

a und bsind kollinear & 3 =kb , ke R A k#0
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9.3

Vektoren in Komponentendarstellung

Die Menge aller Pfeile mit derselben Lange und derselben Richtung bildet einen
Vektor. Ein einzelner Pfeil heisst Repréasentant (Vertreter) des Vektors.

Ortsvektor eines Punktes A:
—

Représentant, der vom Koordinatenursprung O ausgeht. Symbole: OA oder ra

Komponentendarstellung eines Vektors:
- a1

a = 5 . Die Zahlen a, und a, heissen Koordinaten oder
2
Komponenten des Vektors a
- = ai b1 ] [31 tby )
Rech setze: £ b = + =
echengesetze a [Ez ) ( 5 e
= k-
k: & =k- ( a1 || &3 keR
daz k-as

= 1|'a$+a§

Fiir zwei beliebige Punkte A (a,/a,)
und B (b,/b,) gilt:

—_— — —3 _
AB=A0+DB=_.T;+;;=(|J1 31)
by -a2
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9.3.1 Dreidimensionale Vektoren

. ai b1 a1 tbs
Rechengesetze: a+hb= az | +| bz | =| aztbaz
asz b aztbs
a) k-ai
ka =k-| az | =| k-az |, keR
as k-az
a1
2 2
|§l= az =Ja$+ﬂz+ﬂg
aa
94 Das Skalarprodukt
b a Winkel zwischen zwei Vektoren:
- - - )
a - b ® (pzz(a,b), 0° <= 180°
- -
Skalarprodukt: a-b= |3| . 'b| -COoS ¢

Das Skalarprodukt von zwei Vektoren ist eine reelle Zahl, kein Vektor.

In Komponentendarstellung:

L - ai b1
a-b=|az|-| bz | =ajby +azb2 +asbs
as b3
2 2
Gesetze: a - @ = (5’) = |3|
- -
a-b==5b- 3
- -
Z-(b+?:’)=”5-b+?§-3
- -
(m-g) . (n-b = mn(g-b) , m,neR

-
Zwei vom Nullvektor verschiedene Vektoren a und b sind genau dann
orthogonal, wenn ihr Skalarprodukt Null ergibt:

- - - - >
gJ_bund a#z0und b #0 o a:-b=0

cos’a +cos® B+cos’ y=1
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9.5 Das Skalarprodukt Il

Das Skalarprodukt von zwei Vektoren ist eine reelle Zahl, kein Vektor.

a*b = |al b| Bos(a)

Das Skalarprodukt von zwei aufeinander rechtwinkligen Vektoren ist 0.

In Komponentendarstellung:

o

1
b2 = albl +a2b2 +a3b3

Q,
*
o
]
D D
N [5s
O

3 3
Nach cos(a) umgeformt:
ab, +ab, +ah, a

cos(a) = = °b
&l b altb)|

Achtung:
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9.6 Die Gerade
i ng einer Geraden:
P0 - AZ Parametergleichung eine
u
Gerade T =ro +tU mit teR
t: Parameter
—> .
u: Richtungsvektor
y ro: Ortsvektor des Ausgangs-
= punktes P,
T: Ortsvektor eines beliebigen
Punktes P der Geraden
X Xo Uy X =Xo+1-uy
— - —>
r =rp +t-u < Yy | =1{ Yo |+t uz < Yy = Yo +t-uz
z 20 us 2=20+1t-uj3
9.7 Die Ebene
9.7.1 Die Parameterdarstellung einer Ebene
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S

Parametergleichung einer Ebene:

y
-

_)
- - - .
r =ro +sa +tb mit s,t €R

. Parameter

[
ol

Richtungsvektoren (spannen die Ebene auf)

- ~>

a und b dirfen nicht kollinear sein.

Ortsvektor des Ausgangspunktes P,.

Ortsvektor eines beliebigen Punktes P der Ebene.

Tl

Komponentengleichungen:

b3

x

o

[V}

o

x
|

=Xg+S-aq +t-b;
Yo+S-az2+t-b>
z Zo as bj Z=20+S+az +t-ba

<
Il
~<
o
+
<]
Q
N
+
~+
-2
N
<
It
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9.7.2 Die Normalen einer Ebene

a
Der Vektor n =| b | ist ein Normalvektor der Ebene ax + by + cz = d.
c
X
ax +by+cz =d < n-r=d mt =y
z

Ebene durch A und normal zu n:
- - -
n -(r - rA) =0

Abstand q des Punktes P von der

Ebene N - _r'—r_,;)=0:

- [ > —
n-{rp — ra

i 7|
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9.8 Berechnungen mit Gerade — Ebene und Ebene — Ebene

9.8.1 Koordinatengleichung umwandeln zu Parametergleichung

ax — by —CZ = | auflosen nach x

M

=—y+—2+— |einsetzenin
a a a

Parametergleichung

VARFAREA
0O [+s 1 [+t O
0 0 1

p':

9.8.2 Parametergleichung umwandeln zu Koordinatengleichung

a d g
r={b|+s e[+t h | Matrix erstellen
C f [
st xyz (]
d g1 0 0:a _ o _
: : | rref() uns interessiert die letzte Zeile
e h:0 1 0:b
f i:00 1 c
0 0 1 A B C
l | l l | entspricht: X+ Ay+Bz=C
0 0 Ix +Ay +Bz =C

9.8.3 Untersuchung Ebene <-> Gerade

a d g J m
g:r=|b|+s| e E:r=|h|+v|k|[+w n
C f [ I 0
gegeniberstellen!
a + sd = g + vj + wm
b + se = h + vk + wn | berechnen fir (t,v,w)
c + sf =1 + vl + wo
Keine Lésung: Eine Losung: Mehrere Losungen:
gllE gnE g schneidet E g_D E
h und E sind Parallel Durchstosspunkt gistauf E
a+sd g +Vvj+wm
D=|{b+se | D=| h+vk+wn
c +sf i +vl+wo
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9.84 Untersuchung Ebene <-> Ebene

Koordinatengleichung gegeniberstellen
« Falll: E1=E2
E1 ist gleich oder ein vielfaches von E2
-> Die Ebenen sind IDENTISCH
« Fall2: E1||E2
Die linke Seite von EL1 ist gleich oder ein vielfaches von E2
Auf die rechte Seite trifft das nicht zu!
-> Ebenen sind PARALLEL
Fall3: E1 N E2
Die Gleichungen sind verschieden
-> Die Ebenen SCHNEIDEN sich!

gemeinsame Gerade muss mit einer Parametergleichung gesucht werden. z. B.

El ax + by + ¢z = d | Variable z eliminieren
E2 hx + Iy + jz = k | jz = minus n - fache von cz)
| nax+hx + nby+iy = nd+k | |->n*E1+E2addieren
| nach y auflésen
anx - hx dn + Kk _ .
= - + - | in E1 einsetzen
bn + i bn + i
ax+b(anx_r_]x+dn+i_(j+cz =d | nach z auflésen
bn +i bn +i
bhx - aix di — bk .
Z = - + - | einsetzen (x=t)
bnc + ic bnc + ic
X = 1t 0 1
dn+k ant —ht _| dn+k ant — ht
y = - t — -> g — |+t -
bn+i bn+i bn +i bn+i
, di —bk N bht —ait di —bk bht — ait
bnc +ic bnc +ic bnc +ic bnc +ic

9.8.5 Allgemein

a
Normalvektor fi von ax+by+cz=d -> |b
C
| ]
Abstand eines Punktes ax+by+cz=d = = = =
ol +]of" +Ic
o oo [ |
Winkel zwischen g und E sin(d) = ———
| 0o, |
N _ |m |
Winkel zwischen E1 und E2 €0S(0) = ——
I, | O,
9.8.6 Abstand Punkt-Ebene berechnen
‘n *(FP - rA)‘
= |ﬁ g = Abstand des Punktes von der Ebene i = Normalvektor
I, = Vektor zum Punkt I, = Vektor zu einem beliebigen Punkt in der Ebene
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10

Anhang — Geometrie

10.1 Dimensionskontrolle

Der Begriff Dimension hat verschiedene Bedeutungen.
In diesem Kapitel geht es um die Dimension einer physikalischen Grdsse.

Beispiele: - Die Grossen 5 m, 7 km und 4 Meilen haben die Dimension Lange.
- Die Grossen 84 g, 23 kg und 5t haben die Dimension Masse.
- Die Gréssen 7 m/s und 60 km/h haben die Dimension Lénge : Zeit

Unter der Dimension einer physikalischen Grésse versteht man die Beziehung
(Formel) dieser Grosse zu den Basisgrossen (Lédnge, Zeit, Masse, el. Stromstérke,
Temperatur, Lichtstarke, Stoffmenge).

Beispiele:  dim (Geschwindigkeit) L;';?te
dim (Kraft) = ~hasse ' Lange
(Zeit)

Alle in der Geometrie vorkommenden Gréssen (Streckenldnge, Flacheninhalt,
Volumen und Winkel} kénnen auf die Dimension Lange {Symbol: L) zurick-
gefihrt werden:

dim (Streckenldnge) = L
dim (Flacheninhalt) = L-L = L2
dim {(Volumen) = L.L-L = L3
L
L

dim (Winkel)

= 1 {(Winkel im Bogenmass: rad)

Grossen konnen nur dann addiert oder subtrahiert werden, wenn sie dieselbe
Dimension haben.

Beispiele:

1) 2.3m -80cm + 4 yard ist definiert

2) 9m? + 7 ist pnicht definiert, weil 7 nicht die Dimension L2 h
3) 36 cm + 43 kg ist nicht definiert

Beachten Sie den Unterschied zwischen Dimension und Einheit:
"Dimension” ist der allgemeinere Begriff, denn fir eine vorgegebene Dimension
gibt es meistens verschiedene Einheiten.

Beispiel:  dim (A) = L%,  Einheiten von A : cm?, m?, Are, ...

dim (V) = L3,  Einheiten von V : cm?, m?, Liter, ...
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10.2 Der mathematische Lehrsatz

10.2.1 Der Aufbau eines mathematischen Lehrsatzes

In der Mathematik ist es ublich, dass man zu einer Behauptung auch die Bedin-

gungen nennt, unter denen sie gilt.

Deshalb bestehen mathematische Satze haufig aus:

1. den Bedingungen, die man zugrunde legt. Man nennt sie Voraussetzung des
Satzes.

2. der Folgerung, die man aus der Voraussetzung zieht. Sie heisst Behauptung
des Satzes.

Um Voraussetzung und Behauptung besser zu trennen, formuliert man mathe-

matische Satze haufig in der Wenn-dann-Form.

Bezeichnen wir die Voraussetzung mit A und die Behauptung mit B, dann lautet

das Schema fir eine Wenn-dann-Aussage:

Wenn A , dann B

A = B

Eine Wenn-dann-Aussage nennt man Implikation.
Ublicherweise bezeichnet man eine Implikation nur dann als "Satz", wenn sie
wabhr ist.

Beispiele:
(1) - Eine Zahl, die durch 6 teilbar ist, ist auch durch 2 und 3 teilbar.
- Wenn eine Zahl durch 6 teilbar ist, dann ist sie auch durch 2 und 3 teilbaj

(2} - Jedes Parallelogramm ist punktsymmetrisch.
- Wenn ein Viereck (oder: eine Figur) ein Parallelogramm ist, dann ist es

punktsymmetrisch.

(3) - Im Dreieck sind zwei Seiten zusammen immer langer als die dritte Seite.
- Wenn drei Strecken ein Dreieck bilden, dann sind je zwei zusammen lange

als die dritte.
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10.2.2  Wabhre und falsche Implikationen

Um zu zeigen, dass eine Implikation wahr ist, muss man sie beweisen.
Um zu zeigen, dass eine Implikation falsch ist, genligt ein einziges Gegenbeispie
Ein Gegenbeispiel erfiillt die Voraussetzung, nicht aber die Behauptung.

Beispiel:
Die Implikation "n ist durch 3 teilbar = n ist durch 6 teilbar” ist falsch.
Gegenbeispiel: n = 9

Allgemein gilt:

Die Implikation A => B ist wahr, wenn gilt:

Lo € Lg (La ist Teilmenge von Lg)

L, : Lésungsmenge der Voraussetzung
Lg : Ldsungsmenge der Behauptung

Ist L, = Lg, sosind A= B und B = A wahr. Man schreibt dann A< B.

Beispiel: Fur jede reelle Zahl x gilt: O <x<1 = [x| <1
Beachte: Die Implikation [x|<1 = O<x<1 ist falsch.
Gegenbeispiel: x = -0.4
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10.2.3 Die Umkehrung einer Implikation

Man erhalt die Umkehrung einer implikation A = B, indem man Voraussetzung
und Behauptung vertauscht: B = A,

Beispiel 1:
Satz:

Wenn zwei Rechtecke kongruent sind, dann sind sie flachengleich.
Umkehrung: A

Wenn zwei Rechtecke flachengleich sind, dann sind sie kongruent.

Die Umkehrung ist falsch!
Gegenbeispiel: Lange 4 cm, Breite 3 cm und Lénge 6 cm , Breite 2 cm.

Beispiel 2:
Satz:

Wenn ein Dreieck gleichseitig ist, dann sind alle Winkel gleich gross.
Umkehrung:

Wenn in einem Dreieck alle Winkel gleich gross sind, dann ist es gleichseitig.

Die Umkehrung ist wahr.

Wie die beiden Beispiele zeigen, gilt:

Die Umkehrung einer wahren Implikation kann wahr oder falsch sein.

Sind eine Implikation und ihre Umkehrung wahr (wie im 2. Beispiel), so schreibt
man:

A < B gesprochen: A ist dquivalent zu B,
oder
A gilt genau dann, wenn B gilt.

Beispiel 2:
Ein Dreieck ist genau dann gleichseitig, wenn alle Winkel gleich gross sind.
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Man erhalt die Umkehrung einer Implikation A = B, indem man Voraussetzung
und Behauptung vertauscht: B = A.

Beispiel 1:
Satz:

Wenn zwei Rechtecke kongruent sind, dann sind sie flachengleich.
Umkehrung: A

Wenn zwei Rechtecke flachengleich sind, dann sind sie kongruent.

Die Umkehrung ist falsch!
Gegenbeispiel: Lange 4 cm, Breite 3cm und Lénge 6 cm , Breite 2 cm.

Beispiel 2:
Satz:
Wenn ein Dreieck gleichseitig ist, dann sind alle Winkel gleich gross.

Umkehrung:
Wenn in einem Dreieck alle Winkel gleich gross sind, dann ist es gleichseitig.

Die Umkehrung ist wahr.

Wie die beiden Beispiele zeigen, gilt:

Die Umkehrung einer wahren Implikation kann wahr oder falsch sein.

Sind eine Implikation und ihre Umkehrung wahr (wie im 2. Beispiel}, so schreibt
man:

A < B gesprochen: A ist dquivalent zu B,
oder
A giit genau dann, wenn B gilt.

Beispiel 2:
Ein Dreieck ist genau dann gleichseitig, wenn alie Winkel gleich gross sind.
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